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Em 1987 foi lançada pela editora da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC) o nosso primeiro livro, 
Cálculo A, que imediatamente alcançou ampla aceitação da comunidade acadêmica, tanto por parte dos professores 
como dos alunos. 

А acolhida, bem como nosso engajamento no processo de ensino-aprendizagem de Matemática, nos motivou a ela- 
borar um projeto mais amplo, com a proposta de cobrir os principais conteúdos de Cálculo Diferencial e Integral, con- 
templados nos cursos de Engenharia e Ciências Exatas. 

Como resultado, surgiram nossos livros seguintes, Cálculo C: funções vetoriais, integrais curvilíneas, integrais de 
superfície, lançado em 1992; a nova edição revista e ampliada do livro Cálculo A, na qual introduzimos os conteúdos de 
métodos de integração e aplicação das integrais definidas, lançada em 1992. O Cálculo b: funções de várias variáveis, 
integrais duplas e triplas foi lançado em 1999 e a nova Edição revista do Cálculo C em 2000, ambos pela Makron Books 
do Brasil. 

Diversas mudanças ocorreram durante esse longo período, tanto no que diz respeito às inovações tecnológicas quan- 
to em relação aos currículos e disciplinas oferecidas nos cursos universitários. Atentas às transformações ocorridas, 
visualizamos a necessidade de promover uma mudança estrutural mais profunda nos textos originais. 

Foi lançada, então, no início do ano em curso, a 6º edição revista e ampliada do livro Cálculo A. Basicamente, essa 
nova edição diferencia-se das anteriores pela inserção de aplicações do estudo de funções em diversas áreas, com desta- 
que para a Economia. Também são introduzidos alguns novos conteúdos, como integrais impróprias, que não eram con- 
templados nas edições anteriores. Além disso, são propostas novas abordagens para alguns conteúdos, considerando o 
uso das novas tecnologias, e propostos diversos exercícios para serem resolvidos com recursos computacionais. 

Dando continuidade à reestruturação dos textos originais, apresentamos este novo livro, intitulado Cálculo B: fun- 
gões de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superfície, resultante da junção dos dois livros 
anteriores Cálculo B e Cálculo С. 

O texto original do livro Cálculo B consistia de seis capítulos. As noções básicas de funções de várias variáveis eram 
apresentadas no Capítulo 1. Os conceitos de limite e continuidade eram explorados no Capítulo 2. No Capítulo 3, os con- 
seúdos referentes a derivadas parciais e funções diferenciáveis. Esses conceitos eram aplicados, no Capítulo 4, na análise 
Че máximos e mínimos de funções de duas variáveis. Os capítulos 5 e 6 abordavam as integrais múltiplas com diversas 
aplicações geométricas e físicas. 

А exemplo do livro Cálculo B, o texto do Cálculo C também consistia de seis capítulos. Os dois primeiros, referen- 
tes a funções vetoriais de uma variável e curvas, constituem pré-requisitos para o estudo das integrais curvilíneas, apre- 
sentadas no Capítulo 5. O Capítulo 3 tratava da extensão dos conceitos do Cálculo para as funções vetoriais de várias 
variáveis. No Capítulo 4 eram exploradas as idéias físicas ligadas ao Cálculo Vetorial. O Capítulo 6 iniciava com o estu- 
do de superfícies e a seguir eram apresentadas as integrais de superfície. 

Este livro passa a ser composto por dez capítulos. Foram matidos integralmente os conteúdos do livro Cálculo B e 
“enxugados os conteúdos referentes ao livro Cálculo C. 
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Assim, a este novo Cálculo B está organizado da seguinte forma: Capítulo 1: “Funções de várias variáveis”; Capítulo 2: 
“Funções vetoriais”, no qual são apresentadas as funções vetoriais de uma variável, os conceitos de limite e continuidade 
para essas funções, bem como um estudo sobre curvas. Esse capítulo finaliza com a introdução das funções vetoriais de várias 
variáveis; Capítulo 3, "Limite e continuidade”, no qual se estendem esses conceitos para as funções de várias variáveis e 
funções vetoriais de várias variáveis; Capítulo 4: “Derivadas parciais e funções diferenciáveis”: Capítulo 5: “Máximos e 
mínimos de funções de várias variáveis”; Capítulo 6: “Derivada direcional e campos gradientes”; Capítulo 7: “Integral 
dupla”: Capítulo 8:*Integrais triplas”; Capítulo 9: “Integrais curvilíneas”; e Capítulo 10: “Integrais de superfície”. 

Observamos que os conteúdos, referentes a funções vetoriais, que permeiam os primeiros capítulos não constituem 
pré-requisitos para os capítulos posteriores que tratam de conteúdos envolvendo as funções de várias variáveis. Dessa 
maneira, não há prejuízo para a utilização do livro em disciplinas que contemplem apenas as funções de várias variáv 
Nesse caso, podem-se utilizar seqüencialmente os seguintes capítulos: 1, 3, 4, 5, 7 e 8. Alguns conteúdos referentes às 
funções vetoriais foram inseridos no final de alguns capítulos, podendo — sem prejuízo algum para o aprendizado — 
ser facilmente descartados nessas disciplinas. 

O texto é rico em exemplos e aplicações práticas. Cada capítulo apresenta enunciados claros das definições, pro- 
priedades e teoremas relativos ao assunto abordado. No decorrer de todo o livro, as idéias intuitivas e geométricas são 
realçadas. As figuras apresentadas no decorrer do texto facilitam a visualização espacial dos conceitos apresentados. São 
propostas listas de exercícios, com respostas, para complementar a aprendizagem do aluno. Algumas demonstrações de 
teoremas, que foram omitidas, podem ser encontradas em livros mais avançados. 

Este livro também oferece um site de apoio com conteúdo adicional para professores e alunos. No endereço 
www prenhall.com/calculo. br, os professores podem obter o manual de soluções dos exercícios propostos no livro e os 
alunos têm acesso às respostas dos exercícios, 

O conteúdo de uso exclusivo dos professores é protegido por senha. Para ter acesso a ele, os professores que 
adotam o livro devem entrar em contato com um representante da Pearson ou enviar um e-mail para universita- 
rios pearsoned com. 

Como sempre, lembramos aos nossos leitores que quaisquer erros que por ventura forem encontrados são, natural- 
mente, de responsabilidade das autoras, que agradecem desde já a comunicação dos mesmos. 


Florianópolis, maio de 2007. 


Mirian Buss Gonçalves 
Diva Marília Flemming 


Neste primeiro capítulo, estudaremos as funções de várias variáveis. 
Veremos inicialmente algumas situações práticas que exemplificam a 
utilização dessas funções em diferentes áreas de conhecimento. Espe- 
cificamente, veremos os gráficos de funções de duas variáveis, além da 
apresentação de superficies que serão trabalhadas no decorrer de 
outros capítulos. Finalmente, introduziremos as curvas de níveis. 


1.1 Introdução 


Consideremos os seguintes enunciados: 
1º) O volume “У” de um cilindro é dado por У = т rh, onde r é o raio e h é a altura. 
2º) A equação de estado de um gás ideal é dada por 


p=nRT/V 
made р = pressão; 
¥ volume; 
n ımassa gasosa em moles; 
R = constante molar do gás; e 
T = temperatura 


3) O circuito da Figura 1.1 tem cinco resistores. A corrente desse circuito é função das resistências К, (i = 


Figura 1.1 


Analisando esses enunciados, verificamos que as funções envolvidas requerem o uso de duas ou mais variáveis 


imdependentes. 


Podemos, por exemplo, dizer que o volume de um cilindro, denotado por V, é uma função do raio r e da altura h 
(E enunciado). Assim, 

у=) 
€ uma função de duas variáveis definida por 


а) 
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No 2º enunciado temos, por exemplo, a função 
que é uma função de três variáveis. 


Sobre o circuito do 3º enunciado, podemos dizer que a corrente do circuito dado é uma função de cinco variáveis 


independentes. Temos: 
ی‎ aca ma A 


onde E representa a tensão da fonte e R, (i = 1, 2,.., 5) São os resistores. 
Essas situações mostram exemplos práticos que aplicam funções de várias variáveis. 
Verificamos, com esses exemplos, a necessidade de ampliar o âmbito de nosso estudo. Ao estudarmos funções como 
a do 1° enunciado, 


V= Vh 


trabalhamos com pares ordenados de números reais, isto é, pares ordenados (1; A) do plano IR? = IR X IR (ver a Figura 
1.2a). No caso da função (2), usamos ternas ordenadas (ver a Figura 1.2b). 
Para a função (3) usamos o espaço IR, que não tem visualização gráfica. 


(a) 


Figura 1.2 


Constataremos que o estudo das funções de três ou mais variáveis difere muito pouco do estudo de funções de duas 
variáveis, Por isso, vamos, neste capítulo, trabalhar mais com as funções de duas variáveis. Por outro lado, vamos salien- 
tar as diferenças fundamentais entre o cálculo de funções de uma variável e o cálculo de funções de várias variáveis. 


1.2 Função de Várias Variáveis 
1.2.1 Definição 


Seja A um conjunto do espaço n-dimensional (A C IR^), isto é, os elementos de A são n-uplas ordenadas 
(хь, Xz... 3X5) de números reais. Se a cada ponto P do conjunto A associamos um único elemento z € IR temos uma 
função f: A C IR" — IR Essa função é chamada função de n-variáveis reais. Denotamos: 


z-fP) ou ESSO л» Xe 


O conjunto A é denominado domínio da função z = f(P). 
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1.2.2 Exemplos 


Exemplo Seja A o conjunto de pontos do IR? representado na Figura 1.3. 


Figura 1.3 


Nesse caso, estamos diante de uma função de duas variáveis reais denotada por 


fACRSR 
= VAT XE y. 


Essa função pode representar, por exemplo, a temperatura de uma chapa circular de raio 2. O domínio dessa função 
€ o conjunto A C IR, isto é, o conjunto de pontos (x, у) € IR?, tais que 


yz0 o  r«ysa4 


Denotamos: 
DD = («y ER |x? + y = 4}. 


A imagem dessa função é o conjunto dos z € IR, tais que 0 = z = 2: 
Imz) =(2ER|0=2=2) ош (ә) = [0,2] 


Exemplo 2: Fazer uma representação gráfica do domínio das seguintes funções: 


a f(x, y) = nx =) o) w= Es 


b) g(x, yz) = V16- 


Como para as funções de uma variável, em geral, uma função de várias variáveis também é especificada apenas pela 
regra que a define. Nesse caso, o domínio da função é o conjunto de todos os pontos de IR" para os quais a função está 
definida. Temos: 


Solução de (a): A função f(x, y) = In (x — y) é uma função de duas variáveis. Portanto, o seu domínio é um subcon- 


junto de IR. 
Sabemos que In(x — y) é um número real quando 


x-y20 ou x>% 
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Assim, o domínio da função f é 
DU) = {(х, у) € R| x> у}. 


A Figura 1.4 mostra a região de IR" que representa graficamente esse domínio. 


igura 1.4 


Solução de (b): O domínio da função g é um subconjunto de IR^, pois gx, y, z) é uma função de três variáveis 


independentes. 
Para que V/16 — x? — у? — 2? seja um número real devemos ter 
ou хожу + <= 16. 
Assim, 


D(z) = {(х, у, :) € R |x? y z = 16). 


Graficamente, esse domínio representa uma região esférica no IR? (ver a Figura 1.5). 


Figura 1.5 


Solução de (c): Para encontrar o domínio da função dada, basta verificar que w é um número real, quando 
X2-y>0 ou (x = у)(х + у) >0. 
Portanto, 
D(w) = {(х, y) ER (х — у)(х + y) > 0). 


Para fazer a representação gráfica desse domínio, basta lembrar que (x — у) (x + у) é um número real positivo 
quando 


(4-570 e (+ >0 ou (-5) <0 e (x+y) «0. 
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O primeiro caso caracteriza a região A do gráfico da 
Figura 1.6, c o segundo, a região B. Portanto, o domínio 
da função dada é a união da região A com a região B. 


Exemplo 3: Encontrar o domínio da função Figura 1.6 


wa сг 
X ay Xu Xs 
Essa é uma função de cinco variáveis independentes, isto é, 
W = f (Xis хь ху, хь ху). 
Nesse caso, temos que w € IR se xy + х; + лу + 14 + xs 4 O. 
Portanto, 
D(w) = {(ху, хь xs хь xs) ER | x, + х + x + xa + xs 0). 
Observamos que a função do 3º enunciado da Seção 1.1 é uma função semelhante a essa. 
O domínio da função do 3º enunciado, isto é, da função 
C —H 
Ri + К, + R; + R, +R; 
é dado por 
DD = (RR Ry Ra, Rs) € RIR, + R, + R$ + В, + Rs # Oe R, = 0 (i= 


ou 
DU) = (Ri, Ra, Ry, Ry Rs) € IRE |R, + R+ Ку + В, + Rs +0), 
onde IR, é o conjunto dos reais nào-negativos. 


A restrição К, > 0 (i = 1,.., 5) ocorreu porque as resistências não assumem valores negativos. 
Observamos que os domínios D(w) e D() não têm representação gráfica, pois são subconjuntos do espaço IR’, 


Exemplo 4: Encontrar o domínio e a imagem das seguintes funções: 


a) zat 
b) zx y*4 


Solução de (а): O domínio da função z = х? + у? é todo o espaço IR? isto €, 
Do) = R. 
A imagem da função z = x? + 52 é formada por todos os valores possíveis de z Temos 
Таб) = Е, ou ақа) = (0, +=), 
Solução de (b): Como z € IR para qualquer (х, у) Є І, temos que о domínio da função dada é todo o espaço IR? 
Os valores possíveis de z formam a imagem da função. Nesse exemplo, z pode assumir qualquer valor real, logo 
Im( = Е 
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Ixl + Iy! 


Exemplo 5: Dada a função fix, y ‚ encontrar: 


a) a imagem de (1а, a), a € IR}; 
b) o domínio de f(x, y). 


Solução de (a): A imagem de (1/a, a), a € IRS, é dada por 


11/a + lal 
ipapa DICE lal. 
fila, a) TA 
Como a € IR; temas que lal = a e, portanto, 
1+0 
Lia 
Ia. a = = = | +, 
. i 1 . 
a a 


Solução de (b): O domínio dessa função é: 
пуу = f») € RIx+0). 


Exemplo 6: Dada a equação x? + y! + z = a^, a € Б; 
que representa uma esfera de raio a (ver a Figura 1.7), centrada 
na origem, definir funções de duas variáveis que representem 
hemisférios. 


Solução: Podemos explicitar a variável z, obtendo funções da 


forma 


z= y) 


Temos, então, duas funções naturais 


que representam o hemisfério superior e inferior, respectivamente (ver a Figura 1.8). 


Analogamente, podemos definir 
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que representam o hemisfério à direita e o hemisfério à esquerda, respectivamente (ver a Figura 1.9). 


Figura 1.9 


O hemisfério da frente e o de trás são definidos, respectivamente, por 


x = Va 


e podem ser visualizados na Figura 1.10. 


Figura 1.10. 


Os domínios das funções definidas são: 
D) = D(z) JERIC + у Sa) Do) = Dax) = ly 2€ Rly? ez) 
DO) = Do) = (( 2€ RI +? = а). 


Observamos que graficamente esses domínios representam círculos de raio a e podem ser visualizados como a pro- 
jeção da esfera sobre os respectivos planos coordenados. 


1.3 Gráficos 


Da mesma forma que no estudo das funções de uma variável, a noção de gráfico desempenha um papel importante 
no estudo das funções de várias variáveis. Isso ocorre principalmente para as funções de duas variáveis, cujo gráfico, em 
geral, representa uma superfície no espaço tridimensional, À visualização geométrica auxilia muito no estudo dessas 
funções. Temos a seguinte definição: 


1.3.1 Definição 


O gráfico de uma função de duas variáveis z = f(x, у) € o conjunto de todos os pontos (x, y, г) € IR", tais que 
(x y) € D) ez = fix, у). 
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Simbolicamente, escrevemos 


graf(f) = (( x DER Iz= fi y). 


1.3.2 Exemplos 
Exemplo 1: No Exemplo 1 da Subseção 1.2.2 vimos que o domínio da função z = \/З — x^ — у? é o conjunto 
D(z) = (х,у) E RI x? + ys 4). 


Sua imagem é Im(z) = (0, 2]. 
O gráfico dessa função é o conjunto 


grafo) = |. у. ) € Rl z = V4 = x 


é, geometricamente, representa o hemisfério superior da esfera de centro na origem e raio 2. A Figura 1.11 ilustra esse 
exemplo. 


Figura 1.1 


Exemplo 2: А equação x + 2y + 3z = 3 é a equação de um plano inclinado que corta os eixos coordenados em x = 3, 
y = 3/2 ez = 1. Resolvendo essa equação para z em função de (x, у), obtemos a função 
2=10-1—2y, 
cujo domínio é todo plano xy e cuja imagem é todo eixo z. A parte do gráfico de z = f(x, у) que se encontra no primeiro 
octante está representada na Figura 1.12. 

Dada uma superfície 5 no espaço, podemos nos perguntar se ela sempre representa o gráfico de uma função 
z = f(x, y). A resposta é não. Sabemos que, se f é uma função, cada ponto de seu domínio pode ter somente uma imagem. 
Portanto, a superfície 5 só representará o gráfico de uma função z = f(x, y) se qualquer reta perpendicular ao plano ху 
cortar $ no máximo em um ponto. Isso é ilustrado na Figura 1.13. 


Figura 1.12 Figura 1.13 
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No caso das funções de uma variável, uma maneira de obter seu gráfico é elaborar uma tabela determinando os valo- 
res da função para uma série de pontos de seu domínio. Esse método rudimentar, embora não muito eficiente, constitui 
uma ferramenta importante, No entanto, para esboçar o gráfico de uma forma mais precisa, vários outros recursos são 
utilizados, tais como determinação de raízes, assíntotas, intervalos de crescimento e decrescimento, pontos de máximos. 
e mínimos etc. 

Para uma função de duas variáveis, é praticamente impossível obter um esboço do gráfico apenas criando uma 
tabela com os valores da função em diversos pontos de seu domínio. Para contornar essa dificuldade, vários procedi 
mentos são adotados. O principal deles, muito usado pelos cartógrafos na elaboração de mapas de relevo, consiste em 
determinar os conjuntos de pontos do domínio da função, em que esta permanece constante, Esses conjuntos de pontos 
são chamados curvas de nível da função e são definidos a seguir. 


1.3.3 Definição 
Seja k um número real. Uma curva de nível, Cj, de uma função z = f(x, ») é o conjunto de todos os pontos 


(x, у) € D(f), tais que fix, y) = k 
Simbolicamente, escrevemos. 


C, = (0,5) € DU) |70, y) = KJ. 


1.3.4 Exemplo 
Para a função z = V4 3º do Exemplo 1 da Subseção 1.3.2, algumas curvas de nível são: 


CG 0-2V4-x-y o yy Ci t=Va- 


y ош x y-154 Cw 32= Và- à -y o х? + у? = 74. 


ou xh yt 


Cy: 12 VÀ = 


Para k = 2, a curva de nível é dada por 2 = V4 = x! = y! ou x= y = 0. 

Nesse caso, a curva se reduz a um ponto e é chamada curva degenerada. 

Para k < 0 e k > 2, as curvas de nível С, são conjuntos vazios. 

Na Figura 1.144 apresentamos as curvas de nível determinadas e, na Figura 1.146, ilustramos a seção da superfície 
correspondente à curva de nível Су 


(а) в 
Figura 1.14 


1.3.5 Esboço de gráficos usando curvas de nível 


As curvas de nível são sempre subconjuntos do domínio da função z = f(x, y) e, portanto, são traçadas no plano 
ху. Cada curva de nível f(x, y) = k é a projeção, sobre o plano xy, da interseção do gráfico de f com o plano ho 


zontal z = k. 
Assim, para obtermos uma visualização do gráfico de f, podemos traçar diversas curvas de nível e imaginarmos cada 


uma dessas curvas deslocada para a altura z = k correspondente. Na Figura 1.15 ilustramos esse procedimento para a 
função z = Vx? + y e, na Figura 1.16, para a função z = x? + y^. 
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SS | 


"77 y 


ca 


x 


Figura 1.15 


Observando as figuras 1.15 e 1.16, vemos que as curvas de nível de ambas as funções z = Vx?  ylez = x? + у? 
são circunferências de centro na origem. Assim, utilizando somente as curvas de nível, podemos ter dificuldade em 
esboçar o gráfico corretamente. Outro recurso muito útil para visualizar a forma do gráfico consiste em determinar а 


interseção deste com os planos coordenados yz e xz. 


Figura 1.16 


A interseção do gráfico de z = Ух? + у? com os planos yz e xz são as semi-retas z ez = +x, z > 0, respecti- 
vamente. Por sua vez, a interseção de z = x? + y? com os planos yz e xz são, respectivamente, as parábolas z = y? e z = x^. 
Essas informações ajudam-nos a ver que o gráfico de z = Ух? + у? é um cone e que z = x^ + у? é um parabolóide, 

A seguir apresentamos exemplos variados envolvendo gráficos de funções de duas variáveis. 


1.3.6 Exemplos 


Exemplo 1: Esbogar o gráfico da função f(x, у) = у? 
As curvas de nível dessa função são dadas por 

С: 2 

Para k = 0, obtemos y = =x, que são as retas bissetrizes do primeiro e segundo quadrantes, respectivamente. 


Para k + 0, a curva C, é uma hipérbole, 
Na Figura 1.17a, representamos as curvas de nível C, para 


0, х1, +2, + 


A interseção do gráfico de f com o plano yz é a parábola z = y^, que tem concavidade voltada рага cima. 

A interseção do gráfico de f com o plano xz é a parábola z = — x°, de concavidade voltada para baixo. 

Com essas informações, podemos visualizar o gráfico de f, representado na Figura 1.17, о qual representa uma 
superfície denominada parabolóide hiperbólico. Observando esse gráfico, vemos que, partindo da origem, em algumas 
direções, a função é crescente e, em outras, é decrescente. Um ponto em que isso ocorre é chamado ponto de sela. 
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Figura 1.17 


Exemplo 2: Esbogaro gráfico da função 
2=4- x2- 4y. 
Nesse exemplo, as curvas de nível são dadas por 
C4- P -Ay-k 
Para k < 4, as curvas de nível são elipses, Por exemplo, para k = 0, temos a elipse 
2 


у = 0, ou seja, uma curva de nível degenerada. Para k > 4, as curvas de nível são conjun- 


Para k = 4, temos x = 
tos vazios. 

Na Figura 1.18, representamos diversas curvas de nível 
def. 

A interseção do gráfico de f com o plano yz é a parábo- ty 
Ла z = 4 — Ay), que tem vértice em (0, 4) e concavidade 
voltada para baixo. 

Analogamente, a interseção do gráfico de f com o plano 
xz é a parábola z = 4 — x°. 


Figura 1.18 
Um esboço do gráfico de f, que é chamado de parabolóide elíptico, & apresentado na Figura 1.19, 


Figura 1.19 
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Exemplo 3: Na Figura 1.20, apresentamos algumas superfícies no espaço tridimensional. Quais delas representam o 
gráfico de uma função de duas variáveis? 

Na Figura 1.204, temos um parabolóide de concavidade voltada para baixo e vértice no ponto (0, 0, 4). Podemos. 
observar que retas perpendiculares ao plano xy cortam a superfície num único ponto. Temos uma função 


fiy. 


Na Figura 1.20b, temos um cone. Com exceção do eixo z, retas perpendiculares ao plano xy cortam a superfície em 
dois pontos. Não temos uma função z = z (x, у). No entanto, resolvendo a equação 2? = х? + у? para z em função de x 
€ y, obtemos as funções 


u-VE*Ty e  а=-УМй+у, 


que representam, respectivamente, as partes superior e inferior do cone. 
Na Figura 1.20c, temos o hemisfério da direita da esfera x? + y? + 22 = 4, Podemos observar que retas perpendi- 
culares ao plano xz cortam а superfície no máximo em um ponto. Temos uma função 


x 
Na Figura 1.204, temos um elipsóide, Podemos observar que as retas r, s, t, perpendiculares aos planos coordena- 
dos ху, yz e xz, respectivamente, cortam a superfície em dois pontos, Portanto, a superfície não representa o gráfico de 
uma função de duas variáveis, 
Como foi feito no Exemplo 6 da Subseção 1.2.2, a partir da equação do elipsóide podemos obter diversas funções. 
de duas variáveis. 


Figura 1.20 
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Exemplo 4: As equações a seguir representam planos. Esboçar o gráfico e identificar as possíveis funções de duas var- 
iáveis que definem cada plano. 
а =2 © y-1 
b) х=3 d у=х 
Solução de (a): A equação z = 2 representa um plano paralelo ao plano xy e seu gráfico está representado na Figura 1.21. 
A função de duas variáveis que define esse plano é a função constante 
FR SR 
fa y) = 2. 
Solução de (b): A equação x = 3 representa um plano paralelo ao plano coordenado yz e seu gráfico está ilustrado na 


Figura 1.22. 
Esse plano é definido pela função constante 


кәк 
80.273. 
Observamos que o domínio de g é o plano yz. 


Figura 1.21 Figura 1.22 


Solução de (c): Nesse caso, temos um plano paralelo ao plano coordenado xz. Esse plano é definido pela função constante. 
NR > R 
мд) = 1 
e seu gráfico está representado na Figura 1.23. O domínio de } é o plano у = 0, ou seja, é o plano coordenado az. 


Figura 1.23 


Solução de (d): A equação y = x, que representa uma reta quando trabalhamos no plano xy, agora representa um plano 
vertical cuja projeção sobre o plano xy é a reta y = x. O gráfico desse plano está representado na Figura 1.24. 
Esse plano pode ser definido pela função 
fR R 
fq 2-x 
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que tem como domínio o plano coordenado xz, ou pela função 
E RR 
s3- 


cujo domínio é o plano coordenado yz. 


Figura 1.24 


Exemplo 5: Uma chapa de aço retangular é posicionada num sistema cartesiano, como na Figura 1.25. A temperatura 
nos pontos da chapa é dada por 
TG.) = y. 


Esboçar o gráfico da função temperatura e determinar as suas isotermas, isto é, as curvas em que a temperatura é 
constante. 


Figura 1.25 


Solução: O domínio da função 7(х, у) é o retângulo representado na Figura 1.25, dado por 
D(T)= {œ y)|05x56 e -2<y<2) 


Sua imagem é Im(T) = [0 , 4). 
Assim, para 0 = k = 4, as curvas de nível da função temperatura são dadas por 


Giy =k ou y= Vk 0sx-6. 
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Essas curvas representam segmentos de retas horizontais. Na Figura 1.26, esboçamos as curvas de nível: 
Va 0=1=6 


*,0<1<6 


00=1=6 С, 


®1,0=х=б6 Cy 


+У2,0=х=6 

Рага esboçar o gráfico de T(x, у), observamos que а interseção deste com o plano yz é a parábola z = y^. O gráfi- 
co de Tix, y), representado na Figura é chamado cilindro parabólico ou, simplesmente, “calha”. 

Como as isotermas são as curvas em que a temperatura permanece constante, elas são exatamente as curvas de nível 


Т, ou seja, os segmentos de reta 


e 05156, 


onde —2 = c = 2 é constante, 


Figura 1,26 Figura 1.27 


Exemplo 6: Nas figuras 1.28 a 1.33, apresentamos gráficos de diversas funções de duas variáveis. Esses gráficos 
foram obtidos por meio do software “Maple”. Nas figuras 1.28 a 1.30, o método usado foi o das curvas de nível, Nas 
figuras 1.31 a 1.33, foi adotado outro procedimento para obter o gráfico, que consiste em determinar a interseção do grá- 
fico com planos verticais convenientes. Desenhando um número adequado das seções verticais, conseguimos uma boa 
visualização do gráfico. 


2= y) 


Figura 1.28 Figura 1.29 
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Figura 1.30 Figura 1.31 


44 


sen (c + у?) 
ES Расы 
тш Ez 
eyr S 
Figura 1.32 Figura 1.33 


Embora não possamos obter uma visualização geométrica para o gráfico de uma função de mais de duas variáveis, 
a definição 1.3.1 pode ser generalizada. 
1.3.7 Definição 
Se f é uma função de n variáveis, f = f(x, xs. fn) 
graf (f) = (Gs хь... ›х„ fri <<, Xo) | Ga) € РО). 


Da mesma forma, também podemos generalizar a noção de curva de nível, como segue. 


J, o seu gráfico é o conjunto de pontos do espaço IR"* dado рог 


1.3.8 Definição 


Se fé uma função de n variáveis, f = f (Xs...) e k é um número real, um conjunto de nível de f, S, é o con- 
junto de todos os pontos (ху, хь... x,) € D(f) tais que f(r, Xa, .. 3,) = 

Em particular, quando f é uma função de trés variáveis, temos as superfícies de nível, Nesse caso, o conhecimento 
das superfícies de nível, que podem ser visualizadas no espaço tridimensional, ajuda muito a entender o comportamen- 
to da função. 
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1.3.9 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar as superfícies de nível da função w = x^ + у? + z". Dar exemplos de trés pontos perten- 
centes ao gráfico de w. 
Solução: As superfícies de nível da função w são dadas por 

=a) ERI +у +2 =k]. 


Para k > 0, S, representa uma esfera de raio r = Vk. 
Para k = 0, temos x = y = z = 0 (superfície degenerada). 
Para k < 0, a superfície de nível S, é um conjunto vazio. 
O gráfico de w é o conjunto 
grafw) = (& xz w) € Вн = 2 + yh z). 


Os pontos P (1.2, 1,6), P.(0, —1,2, 5) e P(—2, —3, 1, 14) pertencem ao gráfico de w, pois 
w(1,2,1) = 6,w(0,-1,2) = 5ew(-2, -3,1) = 14. ] 


Exemplo 2: Seja D uma região esférica de raio a. A temperatura em cada ponto de D é numericamente igual à dis- 
"tüncia do ponto até a superficie da esfera. Determinar as isotermas da região D. 

Inicialmente, vamos encontrar uma expressão analítica para a função temperatura Tix, у z). Para isso, localizamos 
a regio D num sistema de coordenadas cartesiano. Por conveniência, fazemos a origem coincidir com o centro da esfera, 
“somo mostra a Figura 1.34. 


Figura 1.34 


Como a temperatura no ponto (x, y, z) é numericamente igual à distância desse ponto à superfície da esfera, temos 
Т(х,у,г) =a- Vx y + 2. 


O domínio de T é a região D. 
Sua imagem é Im (Т) = (0, а). 
As isotermas são as superfícies de nível da função temperatura, que são dadas por 


$-7lG»2€D|a- V2 + у*+ г = к}. 


Elas representam esferas de centro na origem e raio (a — k), 0 = k = а. 
Nesse exemplo. observamos que o conhecimento das curvas de nível nos ajuda a compreender o comportamento da 
função temperatura. Ela permanece constante sobre as superfícies esféricas de centro na origem e aumenta à medida que 
“essas esferas têm raios menores, encontrando-se mais no interior do sólido. 
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1.4 Exercícios 


т 


Encontrar uma função de várias variáveis que nos dé: 


a) О comprimento de uma escada apoiada como па 
Figura 1.35. 


Figura 1.35. 


b) О volume de água necessário para encher uma 
piscina redonda de х metros de raio e y metros de 
altura, 

c) А quantidade de rodapé, em metros, necessária 
para se colocar numa sala retangular de largura a е 
comprimento b. 

d) A quantidade, em metros quadrados, de papel de 
parede necessária para revestir as paredes laterais 
de um quarto retangular de x metros de largura e 
у metros de comprimento, se a altura do quarto é 
z metros. 

€) O volume de um paralelepípedo retângulo de 
dimensões x, ye z 

T) A distância entre dois pontos P(x, у, z) e Qu, v, w). 

£) A temperatura nos pontos de uma esfera, se ela, 
em qualquer ponto, é numericamente igual à dis- 
tância do ponto ao centro da esfera. 


Uma loja vende um certo produto P de duas marcas 
distintas, A e B. A demanda do produto com marca A 
depende do seu preço e do preço da marca competiti 
va B. A demanda do produto com marca A é 


D, = 1300 — 50x + 20у unidades/mês, 
e do produto com marca B é 


Dp = 1.700 + 12x — 20у unidades/mês, 


onde x é o preço do produto À e y é o preço do pro- 
duto B. 


Escrever uma função que expresse a receita total 
mensal da loja, obtida com a venda do produto P. 


Determinar o domínio e o conjunto imagem das 
seguintes funções: 


3-x-y 


b f) у) =1 + ×” + ر‎ 

о z= V9- (P y) 
PETS 

© fay =V tyt? 
D f(xy) =2x+5y-4 


h) f(x,y) = 24? + Sy 
ў w= 4 + ر + ر‎ 
P f(y) 


Determinar o domínio das seguintes funções с repre- 
sentar graficamente: 


a z 


ly 


E 
" 


m) f(xy) = Va + y 


n) z=In(x+y—3) 


p fey) = VIF + VIF VIF 
Ф z= ш(5х = 2y +4) 
» z- Vii * pl -1 

5. A partir da equação dada, definir duas funções de 


duas variáveis, determinando seu domínio. 
a) у= 009—2) +2 


b) x$*(y-3!«2-9 
© P= pm? + Ê 


6. Dada a função f(x, y) E 
a) Daro domínio. 
b) Calcular f (x + Ax y). 
€) Calcular f(—1, 0). 
d) Fazer um esboço gráfico do domínio. 
7. Desenhar as curvas de nível C; para os valores de k 
dados: 
а) z-2r-y:k-01,23 


b z-y-xik-01,2.3 
c) z22- (à + yk--3,-2,-1,0,1,2 
d) 1= n TE = 0,1,2,3,4,5 
€) f(x,y) 22€ + Ay К = 2,3,4,8 
D /(х,у) = Мх + yik = 5,4,3,2 


exercícios В a 10, o conjunto 5 representa uma chapa 
plana, e T(x, y), a temperatura nos pontos da chapa. 
Determinar as isotermas, representando-as geometrica- 
mente. 


8. 5 = {(х, у)| л? + Y = 165T( y) = л? + у. 
9. $-((x,)]05x5405 y = 8}; Tir, y) 24 — x. 
30. 5 = {(х, уу}? + y = 25}; TG) = 24 — à — у). 


I. Desenhar algumas curvas de nível e esboçar o gráfi- 
co dos seguintes parabolóides: 


ر2 + 2-20 )3 
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0 г=(х-1)#+(у-2)° 
рдей = arD 2) 
h) г=х?ї+2у? 


12. Escrever а função que representa о parabolóide cir- 
cular das figuras 1.36, 1.37 e 1.38. 


3 
y 
x 
Figura 1.36 
z 
4 
з y 
х 
Figura 1.37 
z 
SPA 
| 
i 
321 Г 
Н 
3 
x 
Figura 1.38 


13. Desenhar algumas curvas de nível e esboçar o 
gráfico: 
а) 2-3-2x-3y 


b !=4-т-т 
9 тауну 


d 1=т\0=п=8 
€ о г=у/-4=х=4,0=у=2 


D :-=М9-2-у 
0 т=?+у-2 
h) г=8-?2— 

D f(x y, 


) z=4- 0 
т) 2=3,0=х=2е0=у=4 


п) 2= 42 +у 


p ze2x-3y 
q 2= ر3‎ - 2 


14. Encontrar a curva de interseção do gráfico da função 
dada com os planos dados, representando grafica- 


mente: 


а х? + у? com os planos z = 


15. 


17. 
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Esboçar o gráfico das superfícies de nível $, corres- 
pondentes aos valores de k dados: 


3 w= ر‎ y + 2k = 0,1,49 
b) w = x? + yk = 4,16, 25 
1,2,3. 


с) w=x+2y+3 


Sabendo que a função 


ту) 3 - (e «1 ge) 


representa a temperatura nos pontos da região do 


а) Em que ponto a temperatura é a mais alta possível? 

b) Se uma partícula se afasta da origem, deslocan- 
do-se sobre o eixo positivo dos x, sofrerá aumen- 
to ou diminuição de temperatura? 

c) Ет que pontos a temperatura é a mais baixa pos- 
sível? 

Fazer um esboço de algumas superfícies de nível da 

função w = Ул? + у? + г, O que ocorre com os 

valores da função ao longo de semi-retas que partem 

da origem? 


Neste capítulo estudaremos as funções vetoriais. Inicialmente 
apresentaremos as funções vetoriais de uma variável e as definições 
formais de limite e continuidade dessas funções. A seguir, faremos 
um estudo sobre curvas, representando-as por meio de equações 
paramétricas ou de uma equação vetorial, 


A derivada será interpretada geometricamente como um vetor tan- 
gente a uma curva. Fisicamente, ela será interpretada como o vetor 
velocidade de uma partícula em movimento no espaço. 


Finalmente serão introduzidas as funções vetoriais de várias 
variáveis. 


2.1 Definição 


Chamamos de função vetorial de uma variável real t, definida em um intervalo /, a função que a cada £ € / asso- 
“cia um vetor J do espaço, Denotamos 


7-70 


O vetor 7 (t) pode ser escrito como 
TO = (OT + AOT + МОЁ. 


Assim, podemos dizer que a função vetorial F determina três funções reais de г: f, = ЛО). fs = ЛО) e fs = f(t). 
mente, as três funções reais fi, / е fs determinam a função real f(1). 
Observamos que, dado um ponto Рх, y, z) do espaço, o vetor 


“chamado vetor posição do ponto P (ver Figura 2.1). 
A cada ponto Р(х, y, z) corresponde um único vetor posição e vice-versa. Em vista disso, muitas vezes um vetor 


F= vi + v] + vak é representado por (vi, у, ¥), Essa notação também é usada para representar as funções 
ais, 
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Figura 2.1 


2.2 Exemplos 


a) — Podemos expressar o movimento de uma partícula Р, sobre uma 
circunferência de raio 1, pela função vetorial 
ft) = cost + sen tj. Nesse caso, a variável £ representa o P (60.640) 
tempo e P(f, (1), fa(£)) nos dá a posição da partícula em movi- 
mento (ver Figura 2.2). 

b) Em Economia podemos estabelecer uma função vetorial preço. 
Consideremos três mercadorias tais que a primeira tem preço É, 
a segunda tem preço f + 2 e a terceira tem preço dado pela soma. 
das duas primeiras. A função vetorial preço é 


Ра) = (Pc 2,0 t2). 
c) Outros exemplos são dados nas expressões: Figura 2.2 


7+1] (F-4) 


g() = 27 +] + 3R 


H(t) = 2costi + 2sen tj + 5K. 


2.3 Operaçöes com Funçöes Vetoriais 
Dadas as funções vetoriais 
ft) = (0i + ло) + OK е 
EO = 8007 + (DÎ + 850), 
definidas para t € 7, podemos def nir novas funções vetoriais como segue: 
а) (0) = f(t) + 8(0) 
AO = &(0)7 + (0) * &(0)7 + (50) = eO). 


1 


0 
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у w(-f0xg£Q 
1 ES 
AO AO MD 
m e m) 
= 080) +в) = f(D 0) 7 + (0 * вц) = Л) 807 
+ (0) * Blt) = (O) * 00) 
$9 TO = р) fO 
= РИ) AOT + PO AOT + рО) (OF, 
onde p(t) é uma função real definida em 7. 
Também podemos definir uma função real 
һи) = 70-80) 
= f) вй) + fO) а) + ЛО) юй). 


2.4 Exemplos 
Dadas as funções vetoriais 
о) +0) +5R egri] 
“ea função real h(t) = 2 — 1, determinar: 


à FOIE o FOX ED e) fa) + (а) para a + 0. 
$ 20-80 4 MOFO 80) 
Temos, 


D F( + g() = (° + DÎ + (F + 1) + Sk 

у 270) = 0) = Qr- PYT + (28 - 07 10 
APTE 3 

o f(xz(0-| 25| = 57 +527 + (0-18); 
Т 


4 MOTO 8(0 = [(F = Î +- P) + (SF — 5X) (FÊ + Î) 
= (F-0 -P (0 2) °1 + (5P - 5) °0 


| 


— HR 
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2.5 Limite e Continuidade 


2.5.1 Definição 


(£) uma função vetorial definida em um intervalo aberto Z, contendo f, exceto possivelmente no 


próprio ty. Dizemos que o limite de f (г) quando г aproxima-se de ty é à e escrevemos 
tim f (t) = à, 
se para todo e > 0, existe 8 > 0, tal que |F (r) — @| < e sempre que 0 < It — tl < 8. 
Geometricamente (ver Figura 2.3), podemos afirmar que a direção, o sentido e o comprimento do vetor 7 (1) ten- 
dem para os de d, quando t > fọ. 


D tees 


% 
Figura 2.3 


2.5.2 Proposição 
Sejam f (1) = AOT + AOF + АОК ea = ai + a 
lim /() = 


+ ask. O lim f (t) = d se, e somente se, 


1,2,3. 


Prova: Se lim f(r) = d. então para um e > O arbitrário existirá um 8 > 0, tal que |f (t) = 4| < є sempre que 
о<и-ы<в. 

Como 

FO) = û -[fi() — aii + 0500) al] + (t) — ag. para O < |t = ty] < 8, temos que 

Mo = 


para i = 1, 2, 3. Portanto lim fi(t) 


=|f()-al<e, 


Reciprocamente, se lim fir) = aj, i = 1, 2, 3, para todo е > 0, existirá 8 > Û, tal que 1/(1) — a;l < e/3 quan- 
do0 < It — tl < à. ? 


CapituLo 2 Funções vetoriais. «Es 


Usando a desigualdade triangular, vem 
If) = al = lt) — adf +120) — adj + Ust) — ask] 
x |f) -al + 150) — al + 150) = asl 


Logo lim fq =a. 
3 Propriedades 
Sejam f (t) e g (t) duas funções vetoriais e A(t) uma função real, definidas em um mesmo intervalo. Se 


lim f(t) = û, lim g(r) = 6 e бал) =m, 
EA em = 


d lmUsgO)-4s5 o 70) х0) ах 5, 
b) tmf) g0 = ab: d dim AFC) = má. 


: Essas propriedades podem ser mostradas usando a proposição 2.5.2 e as propriedades de limite das funções reais. 
exemplo, provaremos o item (d), isto é, 


lim KOTO) = ma. 
Sejam 70) = AOT + AOT + (OE еа = aii + aj + ask. 
Entio, (e) 0) = (O (OE  h()/03 + hOfQOK е 
lim hr) f) = lim [A(O (0 + im [A(O ACO) + lim AOAO 
= [im 0) < lim CO + Dm AC) < tim А0907 m ho) -lim БИЕ 


ЕЕ 


plo 1: Calcular lim, (27 + (P -1)j +2). 
vã 
Usando a proposição 2.5.2, temos 


ШО AE ERR E аъ 
Jm (Fî + (0-07 +28) COE: 97) + (19.2)e 
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Exemplo 2: Calcular lim F (r), onde F (r) = == T+. 


Temos 


wo- (im 1 (щн) 


a +26 


= onde û = F e B = 2} — Ё. Calcular: 


Exemplo 3: Seja 7 (1) = 
3) йаш); 
b) dim (P -4 + )f 0). 


Temos que 


b) Para resolver esse item, calculamos inicialmente 


(F-4 + 4)F(D = (2-4 + б 


r-2 
-4+4у Me- 
Poa 1-2 


Temos, então, 


+ TELA 
IX ES - ; 
lim (2 4r + 4) (0 [im 729 ]ї+[ 
Resolvendo os limites das fungóes reais pelos métodos já conhecidos, vem 
lim (P = 4¢ + 4)f (0) = 07 +07 + OF = б. 


Observamos que a propriedade 2.5.3 (d) não foi usada porque lim F (t) não existe. 
Exemplo 4: Sejam / (1) = ti + 2j -3PK e 
g(r) = 36i - 2j + АРЕ. 


Calcular: a) [15100 +20] 


Capituto 2 Funções vetoriais ITD 


9 lim [7 - FO} 
o lim[/ x 2] 
Usando 2.5.2 e 2.5.3, temos: 
d im[ jO + £c] = imo + im i) 
- tim (27 +20] + 3F) + tim (arî -2]+ aei) 
= (7 +27 +30) + (Gî - 2j +48) 
=4 +7. 
Ы tim [7(0 EC] = im F - tim it) 
= (î +2] esx)- (8? -27 ax) 
=1:3+2-(-2)+3-4 
=. 
o tim[7(0 x F(0] = im 7 (0) x lim co 
=(7+2) +3k)x(37-27 + 48) 
= (ui +57 E). 
Definição 
Uma função vetorial f = f (1), definida em um intervalo I, é contínua em f, € 1, se 


lim É (0) = F(u). 
Da proposição 2.5.2 segue que 7 (r) é contínua em to se, e somente se, suas componentes são funções contínuas 
to 


Exemplos 
lo 1: Verificar se a função 


Flo) = sent î + сом] + K é continua em y = т. 


Sabemos que f (1) é definida para t = т. 
Ainda, 


570) = tim (senc T cos] + K) 
E E 
= Fm. 
Portanto, f (t) = sent 7 + costj + Ё é continua em t = т. 
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Exemplo 2: Verificar se a função 
E ка REED 
=. ! 

+}, =0 

é contínua em 1 = 0. 


1 


+ J é diferente de g(0) = 27 + 7. 


tm (Sent | = 
Essa função não é contínua em fg = 0, pois lim (= 7+] ) 


Exemplo 3: Indicar os intervalos de continuidade das seguintes funções: 


b) (0) = Ine] + 2R. 
Temos: 
- 1 2 
a) #0) é contínua em R- (0), pois g; (t) = ү é contínua em IR - (0) e g(t) = 1º é contínua em IR 


b) Como hy(1) = Int é contínua em (0, с) e A (r) = 2 é contínua em IR, segue que Îî (t) é contínua em 
(0,0). 


2.6 Curvas 
2.6.1 Definição 


Dada uma função vetorial contínua 7 (1) = ЛС) + А097 + fs) Kt € 1, chamamos curva o lugar geométri- 
со dos pontos P do espaço que têm vetor posição 7 (1), £ € 1 (ver Figura 24). 


Figura 2.4 
Se f (1) é o vetor posição de uma partícula em movimento, a curva C coincide com a trajetória da partícula. 


2.6.2 Exemplo 


Descrever a trajetória L de um ponto móvel P, cujo deslocamento é expresso por 
f(D =f +0] + 3R. 


Solução: Na Tabela 2.1 apresentamos os vetores posição de alguns pontos da trajetória L, que pode ser visualizada na 
Figura 2.5. 
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E! 2 


-27 -2j «3k k T+] 27 +2] +3k 


Figura 2.5 


7 Representação Paramétrica de Curvas 


Sejam 
p= (0. 


contínuas de uma variável t, definidas para £ € [a, b] 


“As equações (1) são chamadas equações paramétricas 
“uma curva e £ é chamado parâmetro. 


Dadas as equações paramétricas de uma curva, 
obter uma equação vetorial para ela. Basta con- 
о vetor posição F (r) de cada ponto da curva. As 
tes de 7 (£) são precisamente as coordenadas do 

(ver Figura 2.6). 


Figura 2.6 


Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrals múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 
— о Б, integrais múltiplas, integra per 


Escrevemos 


r() = хб). *»(0j + 200) @ 


=(t) são funções constantes, a curva degenera-se em um 


Observamos que, se as funções x 
ponto. 


х@),у = (1) e 


2.7.1 Exemplos 


Exemplo 1: А equação vetorial 7 (1) = ti + tj + tk representa uma reta, cujas equações paramétricas são 


ха) =t 

EOLI 

z(t) =t. 
Exemplo 2: As equações paramétricas 

x =2 cost 

y=2sent 

z-3t 


representam uma curva no espaço, chamada hélice circular. A equação vetorial correspondente é 


F(t) = 2 cos ti +2sentj + ЗІ. 


Exemplo 3: А equação vetorial 7 (t) = ti + j + 3Ё representa uma parábola no plano z 


2.7.2 Definição 


Uma curva plana é uma curva que está contida em um plano no espaço. Uma curva que nào é plana chama-se curva 
reversa. 
As curvas dos exemplos 1 e 3 de 2.7.1 são planas e a curva do Exemplo 2 de 2.7.1 é reversa. 


2.7.3 Definição 


a) Ота curva parametrizada 7 (£), t € [a,b], é dita fechada se 7 (a) = r (b). 
b) Sea cada ponto da curva corresponde um único valor do parámetro f (exceto quando г = a e t = b), dizemos 
que a curva é simples. 


2.7.4 Exemplos 
Exemplo 1: A Figura 2.7 mostra esboços de curvas fechadas simples. 


СОХ 


Figura 2.7 


CarituLo 2. Funções vetoriais < 


Exemplo 2: A Figura 2.8 mostra esboços de curvas que não são simples. 


DE 


Figura 2.8 


7.5 Parametrização de uma reta 
A equação vetorial de uma reta qualquer pode ser dada por 


d e Б vetores constantes e 1 um parámetro real. 
Na Figura 2.9 podemos visualizar os vetores d ¢ B. A reta passa pelo ponto A, que tem vetor posição d e a direção 
vetor b. 


Figura 2.9 


Considerando as coordenadas de A (ay, az, a) que coincidem com as componentes do vetor d e considerando tam- 
as componentes do vetor B = (bi, by bs), reescrevemos (3) como 


г аы) ато) 4 


De (4), podemos dizer que as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto (аз, az, ay) е tem direção 
+ by] + bik são 


<E Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilincas е de superficie 


2.7.6 Exemplos 

Exemplo 1: Determinar uma representação paramétrica da reta que passa pelo ponto A(2, 1, — 1) na direção do vetor 

B-2i-3j +R. 
Usando (4), escrevemos 


7( = (2+1۰2) + (1 + 1((73)7 + C1 (1). 
= (2+ 20Î + (1-30) + (-1 + 0K. 


A Figura 2.10 nos mostra a representação gráfica desta reta. 


Figura 2.10 


Exemplo 2: Determinar uma representação paramétrica da reta que passa por A(2, 0, 1) e B(— 1, 1/2, 0). 


Usando (3), podemos escrever 
F(t) = d + (b, onde à = (2,0,1) e 
В = (-1,12,0)— (2,0,1) 
= (-3, 12, -1). 
Logo, 


F(D = їн ә + (si * 17 E Э) 
-Q-isidea-ok 


A Figura 2.11 ilustra esse exemplo. 


Figura 2.11 


2.7.7 Parametrização de uma circunferência 
Uma equação vetorial da circunferência de raio a, com centro na origem, no plano xy, é 


г) =a es کک‎ 6 


Cariruio 2 Funções vetoriais = 


Na Figura 2.12, visualizamos о parámetro f, 

0 =1 = 27, que representa o ângulo formado pelo eixo 
itivo dos x e o vetor posição de cada ponto da curva. 
Do triângulo ОАР na Figura 2.12, obtemos 


x(t) = a cos t 


y(t) = asen t. 


Figura 2.12 


Quando a circunferência não está centrada na origem (ver Figura 2.13), a equação vetorial é dada por 


T()-n*n(0 


Figura 2.13 
= xol +») e F(t) = а соз! +asentj, 0152s. 
Portanto, nesse caso, a equação vetorial é dada por 


и) > Mm 


De maneira análoga, podemos obter uma equação vetorial para uma circunferência contida no plano xz ou yz. 
podemos obter uma equação vetorial para uma circunferência contida em um plano paralelo a um dos planos 


.8 Exemplos 


plo 1: Obter equações paramétricas da circunferência x? + у? — 6x — 4y + 4 = О no plano z = 3. 
Para encontrarmos o centro e o raio da circunferência dada, devemos completar os quadrados da equação 
+ ر‎ - 6 4у+4=0. 
Temos (x — 3)? + (y- 2? = 9. 
Usando (7), obtemos 
x(t) =3 + 3 cost 
y(t) =2 + 3sent 
z() =3 
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A Figura 2.14 ilustra esse exemplo. 


Figura 2.14 


Exemplo 2: A equação vetorial 7 (r) = 27 + 3 cost] + З sen rK representa uma circunferência. Determinar a 
correspondente equação cartesiana. 


As equações paramétricas são 
x()-2 
y(t) = 3 cos t 
z()-3snt 05052 


Para determinar а equação cartesiana, devemos eliminar o parâmetro t. 
Elevando ao quadrado cada uma das duas últimas equações e somando-as, obtemos 


yî + 2 = 9 cost + semt 
= 9(соз?г + sen?) 
-9. 
Portanto, a circunferência é dada pela intersecção de у? + z! = 9e x = 2. 
2.7.9 Parametrização de uma elipse 


Uma equação vetorial de uma elipse, no plano xy, com centro na origem e eixos nas direções x е y (ver Figura 2.15) é 


(8) 


Figura 2.15 
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Consideramos um ponto Р(х(), уй) da curva. Tragamos um arco de circunferência de raio а, e outro de raio b, 
centrados na origem. 

Marcamos, respectivamente, sobre esses arcos os pontos A de abscissa x e В de ordenada y. Pode-se verificar que 
pontos À, B e a origem estão em uma mesma reta. O parâmetro £ representa o ângulo que essa reta faz com o eixo 

ivo dos x. 

Do triângulo retângulo ONA, obtemos x = a соз, e do triângulo retângulo OMB, y = b sen t. 

Se a elipse estiver centrada em (xo, o) е seus eixos forem paralelos aos eixos coordenados (ver Figura 2.16), sua 

ão vetorial é 


та) =F +00), 


= xo + wj eF (1) = а costi +bsentj,0=1=2m. 


Assim, 


Figura 2.16 


7.10 Exemplos 
plo 1: Escrever uma equação vetorial da elipse 9x? + 4y? = 36, no plano ху. 


2 
Podemos reescrever 9x? + 4у? = 36 como E + $ = 1. Dessa forma, usando (8), escrevemos 


Tt) =2 cos tí 3sentj, 0S 1 = 2g. 


lo 2: Escrever uma equação vetorial para a elipse da Figura 2.17. 
Ма Figura 2.17, observamos que o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo dos х e mede 6 unidades, O eixo menor 
ao eixo dos y e mede 4 unidades. 
O centro da elipse é o ponto (2, 1). Portanto, a equação cartesiana da elipse é 
Tomo уау 
(к=2 ay 
9 
Suas equações paramétricas são: 
х0) =2 + 3 cost 
y(t) =1 + 2sent 
z()-0  0sts2m. 
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Figura 2.17 
| е, então, a equação vetorial é 


Т0) = (2 + 3cost) T+ (1 + 2sen 1), 05 12m. 


H 2.7.11 Parametrização de uma hélice circular 


A hélice circular é uma curva reversa. Ela se desenvolve sobre a superfície cilíndrica x^ + y’ 
ser visualizado como segue. 
Consideremos parte da superfície cilíndrica x? + у? 


а, Esse fato pode 


а?, como na Figura 2.18. 


| Figura 2.18 


| Enrolemos à volta da superfície um triângulo retângulo flexível ABC de modo que А seja o ponto (a, 0, 0) c que o 
| lado АВ se enrole sobre a seção do cilindro no plano ху. A hipotenusa AC determina, então, sobre a superfície cilíndri- 
ca, uma curva chamada hélice circular. 
| Para parametrizar a hélice, consideremos um ponto P(x, у, z) da hélice cuja projeção no plano xy é 0. O ponto P se 
originou do correspondente ponto M sobre а hipotenusa AC. А projeção de M é М e obviamente РО = MN. Temos 
ainda AN = AQ = at. 
Dessa forma, escrevemos 


a(t) = a cos t 
YC) = asent 
z(t) = PO = AN tg = аір, 


| onde 0 é o ângulo agudo ВАС. 
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Podemos fazer tg Ө = m e escrever a equação vetorial da hélice circular como: 


Observamos que (10) representa a equação da hélice esboçada na Figura 2.18 e, portanto, т > 0. Sua forma lembra 
“um parafuso de rosca à direita. Poderíamos, de maneira análoga, encontrar a equação vetorial de uma hélice onde т < 0, 
“cuja forma lembra um parafuso de rosca à esquerda (ver Figura 2.19). 


Figura 2.19 


.7.12 Exemplo 


Representar graficamente a hélice circular 7 (1) = cost; + sentj + ik para 0 — = 37. 
Já sabemos que a hélice circular dada nesse exemplo se desenvolve no cilindro х2 + у? = 1. 
Podemos tabelar alguns pontos convenientemente (ver Tabela 2.2) e esboçar a curva (ver Figura 2.20). 


Tabela 2.2 


та) 
(1,0,0) 
(Муз, У?/ә. т/з) 
(0, 1, 0/2) 
(71,0, т) 
(0, —1, 37/2) 
(1, 0, 27) 


(-1,0,3m) 


Figura 2:20 


13 Parametrização de uma ciclóide 

A ciclóide é uma curva que surgiu para solucionar dois problemas famosos: 

1) A determinação da forma de um cabo, de um ponto А a um ponto abaixo B, como mostra a Figura 2.21, tal 
que uma bolinha sem atrito, solta em um ponto P entre А e В sobre o cabo, gaste o mesmo tempo para alcançar 
B, qualquer que seja a posição de P. 
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Figura 221 


2) A determinação de um único cabo que liga A a B, ao longo do qual uma bolinha escorregará de A a В no menor 
tempo possível, 
Esses problemas são resolvidos, considerando-se о cabo com a forma de meio arco de uma ciclóide. 
A ciclóide pode ser descrita pelo movimento do ponto P(O, 0) de um círculo de raio a, centrado em (0, a), quando 
o círculo gira sobre o eixo dos x (ver Figura 2.22). 
Quando o círculo gira um ângulo г, seu centro se move um comprimento OT. Na Figura 2.22 temos 


OT = TP = at, TT = a, CA = a cost e AP = asent. 


Figura 2.22 


Portanto, as coordenadas de P são 


x = OT — AP = at — asen t = a(t — sen t) 


у = АТ = CT — AC = а- acost = a(1 - cost). 
Essas equações são válidas para qualquer P. Logo, a equação vetorial da ciclóide é 


(1) 


Quando г varia de O a 27 obtemos o primeiro arco da ciclóide, 


2.7.14 Exemplo 

Escrever a equação vetorial da curva descrita pelo movimento de uma cabeça de prego em um pneu de um carro 
que se move em linha reta, se o raio do pneu é 25 cm. 

Supondo que a cabeça do prego se encontre localizada no pneu no ponto Р, conforme a Figura 2.22, sua trajetória 
é uma ciclóide. 

Usando (11), temos que 


Тг) =25(t— sent) i  25(1 — cost) j- 


2.7.15 Parametrização de uma hipociclóide 
Uma hipociclóide é a curva descrita pelo movimento de um ponto fixo P, de um círculo de raio b, que gira dentro 


de um círculo fixo de raio a, a > b (ver Figura 2.2 
Suponhamos que, inicialmente, o círculo de raio b tangencie o círculo de raio a no ponto (a, 0) e que o ponto P seja 
esse ponto de tangência. 
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Para parametrizar a curva, vamos analisar a Figura 2.24, onde demarcamos o ponto P quando o ponto de tangéncia. 
“des dois círculos é T. 


Figura 2.23 Figura 2:24 


Ра. construção da curva, temos que os arcos AT c PT são iguais. 


at = ba e assim = р. 


outro lado, como В = РСР, segue que 


determinar as coordenadas x(1) е у(/) do ponto P. Temos 
x = OB + BM 
= (a — b) cost + bcos 


= (a — b) cost + bcos (0—0) y 


= (a = b)sent = b sen B 


= (ab) sent = bsen CD 
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Portanto, as equações paramétricas da hipociclóide são 


E { i 7 b (12) 


A equação vetorial correspondente é 


(13) 


Os ciispídes ocorrem nos pontos onde o ponto de tangência dos dois círculos é o ponto Р. Portanto, ocorrem quando, 


at = п: 2mb, n = 0, 1,2,...„ 
ou e = n0 n2 012. 
a 
Um caso particular muito usado é o da hipociclóide de quatro cúspides (ver Figura 2.25) que é obtida fazendo b = d 


É em (12), obtemos 


Substituindo o valor de b = 7 


x = (3cost + cos3t) 


4 


y= Өзеп/ = sen 3t). 


Figura 2.25 


Usando as relações trigonométricas 
cos3 = 4cos'r — 3cost 


sen 3 = 3sen t — 4 sen?r, 


EE en 


vem 
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Assim, uma equação vetorial da hipociclóide da Figura 2.24 é dada por 


Eliminando o parâmetro г das equações (14), obtemos a equação cartesiana dessa hipociclóide, que é dada por 


16 Exemplo 
Dada 42º + y* = 2, encontrar uma equação vetorial dessa hipociclóide. 
Usando a equação (16), obtemos 


an 


оша = 2V2 


Portanto, utilizando a equação (15), obtemos а equação vetorial 
FU) = 2W2costti + 2V2 sen rj. 


17 Parametrização de outras curvas 


Como vimos na Seção 2.7, uma curva pode ser representada por equações paramétricas ou por uma equação vetori- 

outras formas de representação de uma curva. Por exemplo, o gráfico de uma função contínua y = f(x) re- 

uma curva no plano xy. À intersecção de duas superfícies representa, em geral, uma curva no plano ou no espaço. 

А seguir, encontraremos uma representação paramétrica para algumas curvas dadas como intersecção de duas 
des. A partir de uma representação paramétrica também obteremos a representação gráfica de algumas curvas, 


18 Exemplos 
mplo 1: Escrever uma equação vetorial para y = 5x + З no plano z = 2. 
“curva C que queremos parametrizar é a intersecção dos planos у = 5x + 3ez = 2. 
ха) =1 
уй) =з +3 
20) =2, 


тау =r + (5c 3)j + 2R. 
que essa parametrização não é única. Também poderíamos ter feito, por exemplo, 
x() =2 +1 
уй) = 5(2 +1) +3 
10) =2, 


FO) = Qr 1)T + (10 + 8)j + 2K. 


a= Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Exemplo 2: A intersecção entre superfícies z = x^ + у?е z = 2 + y determina uma curva. Escrever uma equação 


vetorial dessa curva. 
А Figura 2.26 mostra um esboço da curva, Para parametrizá-la, observamos que x e y devem satisfazer a equação 


ou 


ou ainda 


EU 


Figura 2.26 


3 1 
que é uma circunferência de raio 5 e centro ( 1) Essa circunferência é a projeção da curva sobre o plano xy. Fazemos 


então 


+ inr 1€ [0.27]. 


Substituindo o valor de y na equação z = 2 + y, obtemos 


2= 24Û + sent. 


Portanto, 
ONSE TES CT DEEN 

Fo = corî + @ + 2%) + G * Ps) ve (0,27). 

Exemplo 3: Representar parametricamente a curva dada pela intersecção das superfícies x + y = 2e? + у ez = 

2(0 y 


A Figura 2.27 mostra um esboço da curva. 
Nesse exemplo, é conveniente projetar a curva no plano yz ou no plano xz. 
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Figura 2:27 


Projetando no plano yz, temos 
Q-»*y-2-2:2 
4 - ر + رھ‎ cy + = 4 


uit 
Gra 


Logo, а elipse (y — 1)? + £ = 1 representa essa projeção. 


Usando (9), temos 
уй) = 1 + cost 
z(t) = V2senr, 1 € [0,27] 
Substituindo o valor de y em x + y = 2, encontramos. 
x(t) =2 — (1 + cost) = 1 — cost. 
Dessa forma, 
F() = (à — cost) + (1 + cost) + VZsentk, t € [0,27], 
vetorial pedida. 
4: Representar graficamente as curvas C, dadas por: 
@ f()-i +1] -(9-4K ®) g()-Pi + Pj 3k 
(c) F(t) = 2cost? + 2senrj + SK. 


Nesse caso, a curva C pode ser esboçada por meio da intersecção de superfícies. Basta observar que os pon- 
tos de Pat) У0), 200), têm coordenadas. 


xp-r 
=r 
д) =4-0. 


e Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Eliminando t, obtemos as superfícies y = x e z = 4 — x^, cuja intersecção nos fornece a curva C (ver Figura 2.28). 


Figura 2.28 


(b) Nesse exemplo, a curva C é dada pela intersecção de x = y, y = 0 е z = 3 (ver Figura 2.29). 


Figura 2.29 


(c) Temos 
дй) = 2cos t 
X0) = 2 sent 
40) = 5. 
Para eliminar f, elevamos ambos os membros das duas primeiras equações ao quadrado. Temos 


x = 4 cost 
y! = sen. 
Somando essas expressões termo a termo, vem 


Carituto 2. Funções vetoriais a 


x? + y! = Acos't  Asen?t 


= A(cos' + sen? t) 


=4 


Logo, a curva C é dada pela intersecção de x? + y^ = 4 e z = 5 (ver Figura 2.30). 


Figura 2.30 


Exercicios 


posição de uma partícula no plano ху, no tempo t, 


por xti) = e уг) = ie. 


Escrever a função vetorial f (r) que descreve o 
movimento dessa partícula. 


Onde se encontrará a partícula em t = 0 e em 
1-20 


movimento de um besouro que desliza sobre a 


T+ (a +t =, 


m 


т é а massa do besouro. Determinar a posição 
besouro no instante £ = 0e t = т. 


a trajetória de uma partícula P, sabendo que 
movimento é descrito por 


у= + Qe -1j 
EL. 27 
O it 
FRO) =r + + арк 


Sr = Inr? +r + Ро 


e) W) = 3 cost? + 3sent] + (9 = 3senr)k: 
1€ [0,27] 


9 70) =17 «9-0j PE r0 
B 00) =17 + senrj +2k 


m Т(@) = (8 = sent) i + 2cost] + 4sen tk. 


. Sejam f (r) = à Бе 


(0) ti +sentj+costk, com d 
eb-2i- 
Calcular: 


3 FO +80) 
» FO 30 
о F(x F(0 
d FO + BF 
© fe-)*$ +1). 


StS. 


j. Uma partícula se desloca no espaço. Em cada instante 


о seu vetor posição é dado por 


Е A Rerum 
i +— j +k. 
0L E 


10. 


. Sejam f(t) = 


. Seja f (0) = 


Determinar a posição da partícula no instante. 
1=0e1=1, 


€) Quando r se aproxima de 2, о que ocorre com a. 
posição da partícula? 


7 +20] + ЗК е 


#0) = 


Calcular: 


3) [700 + #0] 5 tim(f() = $0] 


o tig [f - 1860] o. mfo: ito] 


9 lim[ft) хш] 0 tim[( 070] 
Di E 
D lim[/(0 x E] 


nt î + cost] *2K e h(t) = 1/t. 
Calcular, se existir, cada um dos seguintes limites: 


3) lim f) 9) tim [AD - f] 


. Calcular os seguintes limites de funções vetoriais de 


uma variável. 


a) lim (сг? +0 


b) lim 


(E ii i) 
((-)0-3) *! 


1 
e) lim —3;[ -4 *(-2)7] 


17 + = د‎ + к] 


Mostrar que o limite do módulo de uma função veto- 
rial é igual ao módulo do seu limite, se este último 
existir 


Mostrar que a função vetorial 
FO = л? + (0j + FOE 


€ contínua em um intervalo / se, e somente se, as 
funções reais fı (t), /2(1) e fa(t) são contínuas em /. 


Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


11. Calcular o limite е analisar a continuidade das fun- 
ções vetoriais dadas, nos pontos indicados. 


E а, 143 


9 f)=( 1-3 
0, 3 
етг= 0ег= 
rsen 17 + сове, 140 
b) 


e 

emt=0 
d) ўа) = senti — costj +K 

emt =0 
e) 

j-5k, t*1et*2 
gius 
0, r-1er-2 


emr-ler-2. 


12. Indicar os intervalos de continuidade das seguintes 
funções vetoriais: 


a) f(t) = d sent + B cost em 0,27) onde 
d-ieb-i4] 
» 02H «e -nj sek 


c) Hl) = eT + Inr] + cos2tk 


ЖОЕ +1), 1 ) 


DEOR 


(sen t, tgt, e!) 


13. Provar os itens (а), (b) e (c) das propriedades 2.5.3. 


14. Sejam f e g funções vetoriais contínuas em um 
intervalo /. Mostrar que: 


a) f + E é continua em I. 
X g é contínua em 1. 


5. Esbogar o gráfico da curva descrita por um ponto 
móvel P(x, y), quando o parámetro £ varia no interva- 
Jo dado. Determinar а equação cartesiana da curva em 
cada um dos itens; 
a) a=2cost 

y-2swn& — б=г=2т 

b) x= 4cost 
y=4sent 
2=2 0=1=2т 
х= 2 + 45епг 
y73-2c51051527 
x=1+1 
у=?+4 
:=2, 

Obter a equação cartesiana das seguintes curvas: 


a) 70 - (zeuss) 
b) F0) = (r- 1,8 = 2+2) 
€) 7() = (—1,5 +1,2). 


-=<г<+», 


Determinar o centro e o raio das seguintes circunfe- 
rências e depois escrever uma equação vetorial para 
cada uma. 


а) +y- 2× + 5у-3=0 
b +7 + у? ~ бх + 8y = 0 
©) x *y *5y-2-0 


Identificar as curvas a seguir e parametrizá-las. 
Esbogar o seu gráfico. 


a) 2x! + 2y! + 5х + 2y - 3-0 
b) 2x? + 52 - бх - 2y + 4-0 
€) x +22 – 4х – 2у = 0 

d) 2-8y+4=0 


1 
=: >1 


Verificar que a curva. 


FU) = 3cosh ri + Ssenh rj 
É a metade de uma hipérbole, Encontrar a equação 
cartesiana. 
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20. Determinar uma representação paramétrica da reta 
que passa pelo ponto А, na direção do vetor B, onde 
а) EST =2 - 7 
2 
b) A0.2e5 75i — j 


© AC1,2,0 eb = 57 —2j & SK 
d) A(V2,2, V3) e В = 51 – 3K. 


. Determinar uma representação paramétrica da reta 
que passa pelos pontos А e B, sendo; 


a) АО, 0, 1)е B(-3, 4,0) 
b) AG, =1, -2)e В(0, 0, 2) 


E “м. 13) 7,2,9) 


4) 4(7. .3)e в(х,-1,2) 


. Determinar uma representação paramétrica da reta 
representada por: 
а) у=5х-1, 
b) 2x - Sy + 4z =1, 3x - 2y - Sz= 1 
9 2x- 5y+z=4, y-x-4 
23. Encontrar uma equação vetorial das seguintes curvas: 
a xy -4:-4 
y=, = 


2(* +1) + у = 10, 222 


Segmento de reta de AQ, 1, 2) a В(—1, 1,3) 
Segmento de reta de C(0, 0, 1) a D(1, 0, 0) 
Parábola y 
Segmento de reta de A(1, 2, 3) a B(=1,0, =1) 
y-r-T043x-2, 05x53 


Vx 0<x=1 


Eyre dz = 25, 
یر‎ + у? =1‚=2х-2у 
ج + تر با ر‎ =2у,:=у 
0) Segmento de reta de E(3, 3, —2) a F(4, 5, =2). 


TT Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais mültiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


2.9 Derivada 
2.9.1 Definição 


Seja f (1) uma função vetorial. Sua derivada é uma função vetorial f" (r), definida por 


Foy - ga 00, 


para todo f, tal que o limite existe. Se a derivada /^(r) existe em todos os pontos de um intervalo Z, dizemos que 7 é 
derivável em I. 


Se f) = AOT + AOT + ИК, temos 


-K. 


Portanto, pela proposição 2.5.2, segue que / é derivável em um ponto £ se, e somente se, as trés funções reais / (1) 
+ Salt) е f(1) são deriváveis em r, Nesse caso, temos 


PO = fO + f 0j + FOR. 


2.9.2 Exemplos 
Exemplo 1: Se (t) = 27 + cost] + (St = 1), temos 


f) = ui — еп] + Sk. 


Exemplo 2: Se g(1) = Qt —3) + e, temos que 
gr) = 6(2 — 3) i — SeS}. 
2.9.3 Interpretacáo geométrica da derivada 


Seja f (£) uma função vetorial derivável em um intervalo 1. Quando f percorre I, a extremidade livre do vetor 7 (£) 
descreve uma curva С no espaço. 


Para cada t € 1, f (£) € o vetor posição do correspondente ponto sobre a curva (ver Figura 2.31). 


Figura 2.31 


Cariruto 2. Funções vetoriais + 


Sejam P e О os pontos de C correspondentes aos vetores posição / (t) e f (t + Ar), respectivamente. A reta que 
por Pe Q é secante à curva Ceo vetor А] = 7 (t + At) — f (t) coincide com o segmento PQ (ver Figura 2,32). 


At é escalar, M tem a mesma direção do segmento РО. 


Figura 2.32 


Quando Аг = 0 (Q > P), a reta secante se aproxima da reta tangente à curva C em P (ver Figura 2.33). 


Figura 2.33 


Assim, se f (r) * 0, P (£) é um vetor tangente à curva C. Seu sentido é o do movimento da extremidade livre do 


f (t) ao crescer t. 


', determinar f" (t). Esboçar а curva C descrita por f е os vetores tangentes. 


Temos (0) = 1 + 2). 


A Figura 2.34 mostra a curva C, onde desenhamos os vetores 


а) = оў, 7-1) = 1-27 ео) = 


<E Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Observamos que o vetor f’ (1) tem origem no ponto (1, 1) já que esse ponto da curva C corresponde ao valor de 
t = 1. Da mesma forma, f'(—1) tem origem no ponto (—1, 1), e F(0), no ponto (0, 0). 


Figura 2.34 


Exemplo 2: Determinar um vetor tangente à curva C, descrita pela equação vetorial g(r) = costi + sentj + Ё, 
1 € [0,27], no ponto P(O, 1, 1). 
Temos 


Er) = -senti + cost}. 


Necessitamos do valor de g'(t) no ponto P. Para isso, precisamos determinar o correspondente valor de t. Como o 
vetor posição de Pé j + K, r deve satisfazer 


costi + sent] +K = j +R. 


Portanto, cost = O e sent = 1 e, dessa forma, = 5. 


Um vetor tangente à curva C, em P(O, 1, 1), é 9) = — f. A Figura 2.35 ilustra esse exemplo. 


Figura 2.35 


Cariruto 2. Funções vetoriais SE 


.5 Interpretação física da derivada 
Consideremos uma partícula em movimento no espaço. Suponhamos que, no tempo г, 7 (г) é o vetor posição da 
la com relação a um sistema de coordenadas cartesianas. Ao variar г, a extremidade livre do vetor 7 (£) descreve 


rajetória C da partícula. 
Suponhamos que a partícula esteja em P no tempo ге em О no tempo г + At. Então AF = 7 (t + At) — F(t) 
ta о deslocamento da partícula de P para Q, ocorrido no intervalo de tempo At (ver Figura 2.36). 


A taxa média de variação de 7 (r) no intervalo At é dada por 


F(t + AD - T) 
At 


(chamada velocidade média da partícula no intervalo de tempo At. A velocidade instantânea da partícula no tempo t, 
enotamos v (1), é definida pelo limite 


79 2 Га + 20) = 70). 


esse limite existe. 


Figura 2.36 
quando 7 (r) € derivável, a velocidade instantânea da partícula é dada por 
7(0) = Ги). 
nte, se v (1) é derivável, a aceleração da partícula é dada por 


a(o) = 700). 


Exemplos 


O vetor posição de uma partícula em movimento no plano é 


a) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração em um instante qualquer t. 


b) Esboçar a trajetória da partícula, desenhando os vetores velocidade no tempo 1 = 0 e 1 = 1. 


QUIE Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas е de superficie 


(a) Em um instante qualquer r, о vetor velocidade é dado por: 


O vetor aceleração é o vetor 


a(s) 


2 - 
HD = qe! 


(b) No instante 1 = 


, os vetores velocidade e aceleração, respectivamente, são dados por: 
Рага г = 1, temos V(0) = 7 — j e (0) - 27. 

1- 
a 


7) = 7-17 e 3) 


А Figura 2.37 mostra а trajetória da partícula. Os vetores 7 (0) е a (0) estão desenhados com origem no ponto. 


P(O, 1) porque no instante г = 0 o vetor posição da partícula é 7 (0) = J. Como F(1) = 7 + 5 os vetores Y (1) e 
а(1) têm sua origem no ponto Q(1, 1/2). 


Figura 2.37 


Exemplo 2: Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração de uma partícula que se move segundo a lei 
T(t) = cosi  sen2rj + К. 

Mostrar que o vetor velocidade é perpendicular ao vetor posição e que o vetor aceleração é perpendicular ao vetor 
velocidade. 

Temos 

(= P) 
= -2sen2ti + 200520] 
е0) = (t) = —4cos2ri — 4sen217. 
Sabemos que dois vetores são perpendiculares se o seu produto escalar é nulo. Temos 


T(r) VU) = (cos2ri + sen2tj + К) - (-2sen2ti + 2021] + OF) 


Earituto 2 Funções vetoriais OUEST 


= —2 sen 2t cos2t + 2 sen 2t cos2t + 0 
-0 


VU) + a(o) = (72sen2rf + 2cos217) + (4051217 — 4sen 2) ) 
= 8 sen 2tcos2t — 8 sen 2 cos 2t 
=0: 
Portanto, o vetor 7 (t) é perpendicular ao vetor v (1), e v (t) é perpendicular a d (t). (Ver Figura 2.38.) 


Figura 2.38. 


As REGRAS DE DERIVAÇÃO de funções vetoriais são similares às de funções reais. Temos a seguinte 


7 Proposição 
Sejam 7 (1) e (t) funções vetoriais e h(i) uma função real, deriváveis em um intervalo /. Então, para todo t € 1, 


(оо +0) =F + FD) 

(no) = nof + voro 
9 (ово) Лоо *To-£0 
$ (бохо) охо 70x20 

do item (c): 
Sejam 
TO = (i + 0] + MOR е 
EO = &(01 +0097 + gs(t)K. Então, 
FO EO = AMO + BOBO + (O80 


Como f (1) e g (t) são deriváveis no intervalo Г, o mesmo ocorre com as funções fi, fa. fs, 81, 82 © 83. Usando as 
da derivação da soma e do produto de funções reais, vem: 


EE Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


FO EO = [AOO + BOB) + BOBO 
= (AORO) + (080) + GOBO 
= fi Og) + ABO f; (Dea(D + fO; () + ROBO + А0) 50). 
= [E (EMO + fz (gx) + FOE] + Di (Og; () + (EO + А0) 8; 00] 
-f0-30*f0-g. 
2.9.8 Derivadas sucessivas 


E fao uma função vetorial derivável em um intervalo /. Sua derivada f (t) éuma unção. vetorial definida em 
1. Se f (4) 6 derivável em um ponto t € 1, a sua derivada é chamada derivada segunda de 7 no ponto £ e é representa- 
da por f” (1). 

Analogamente, são definidas as derivadas de ordem mais alta. 


2.9.9 Exemplos 


Exemplo 1: Sejam 0) = te f (t) = costi + sent. 
a) Determinar (A(t) f (1))'- 
b) Mostrar que 7 (r) é ortogonal a f (1). 
(a) Pela proposição 2.9.7, temos que 
(по) 00) = [eost + sen cT): 
= (costi + sent) + (D) (costi + sentj) 
E Ee са) 
= (cost — t sen t) i. (sent  tcost) j. 
(b) Para que f (r) e F’ (£) sejam ortogonais, devemos ter 


fof 


Temos 


Fa) -PO = (costi + sen tj) - (sent? + cost) 
= — cost sent + sen cost 


=0, 


Exemplo 2: Mostrar que J” (r) é ortogonal a f (r) sempre que | f (1) | é uma constante. 


Como |f (r)| = k, k constante, e |F (1)] = VF * FC, temos que f (1) * f (0) = Kê, para todo r. 


Derivando, vem. 


0-70] =0 
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FOF «Po-fo-0 
FOPA =0 
FOPO =0 


Logo, os vetores f (t) e f^ (£) são ortogonais. 


10 Curvas Suaves 


Uma curva pode ter pontos angulosos. Vejamos dois exemplos. 


zemplo 1: Seja 7 (t) ве Asr 
А Figura 2.39 mostra essa curva. О ponto (0, 0), correspondente a t = 0, é um ponto anguloso. Observamos que 


ER 7+1], 0=1=1 
plo 2: seco = (2 zn. 


Na Figura 2.40, temos um esboço dessa curva. Podemos observar que o ponto (1, 1), correspondente a f = 1, é um 
anguloso e que a derivada 7 (1) não existe. 


Figura 2.39 Figura 2.40 


/Geometricamente, uma curva suave é caracterizada pela ausência de pontos angulosos. Em cada um de seus pon- 
curva tem uma tangente única que varía continuamente quando se move sobre a curva (ver Figura 2.41). 


Figura 2.41 


BE Cálculo B - Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 
x egi ipl gr pe 


Sempre que uma curva C admite uma parameirização 7 (t), t € 1 C IR, que tem derivada contínua F(t) ¢ 
T (t) # Û, para todo t € Z, C é uma curva suave ou regular. 
Uma curva é suave por partes se puder ser dividida em um número finito de curvas suaves. 


2.10.1 Exemplos 
a) Retas, circunferências, elipses, hélices são curvas suaves. 
b) As curvas dos exemplos 1 e 2 da Seção 2.10 são curvas suaves por partes. 
€) А ciclóide e a hipociclóide são curvas suaves por partes. 
d) A Figura 2.42 mostra esboços de curvas suaves por partes. 


(a e 


Figura 2.42 


2.11 Orientacáo de uma Curva 


Se um ponto material desloca-se sobre uma curva suave C, temos dois possíveis sentidos de percurso. A escolha de 
um deles como sentido positivo define uma orientação na curva C. 
Vamos supor que a curva C seja representada por 
T() = x()Í + y(DÎ + DK, tE l[a, b. 


Convencionamos chamar de sentido positivo sobre C o sentido no qual a curva é traçada quando o parâmetro £ 
cresce de a até b (ver Figura 2.43). O sentido oposto é chamado sentido negativo sobre C. 


Figura 2.43 
De acordo com nossa convenção, sempre que uma curva suave C é representada por 
Та) = x()f + y(0j + 20), tE la, b) 


C é um curva orientada e o seu sentido positivo de percurso é o sentido de valores crescentes do parâmetro t. 


Se uma curva simples C é suave por partes, podemos orientá-la, como mostra a Figura 2.44, orientando cada parte 
suave de C. 
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1 Definição 
Dada uma curva orientada C, representada por 


та) = x(0 + (07 +20), rela, bk 
—C é definida como a curva С com orientação oposta. A curva —C é dada рог 
T7(0) = F(ab-t1) 
= x(a b — t)i + y(a * b — 1)] + z(a* b — t)K, rela b. 


Exemplos 
Na parametrização da reta do Exemplo 2 da Subseção 2.7.6, o sentido positivo de percurso é do ponto 


io. 
3: Parametrizar a circunferência de centro na origem e raio a no sentido horário. 
Queremos a curva -C, onde 
C:T(r) = a соѕгї + азем], tE [0, 27). 
definição 8.11, temos 
С: а) = (0 + 27 - t) 
= a cos (2m — 1)i + a sen (27 ¬ 1) j> 
=acosti — asentj., t€ (0, 27). 
Figura 2.45 ilustra esse exemplo. 


qu Cálculo B - Funções de várias variáveis, integrais mûltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Exemplo 4: Parametrizar o segmento de reta que une o ponto A(O, 0, 1) ао ponto B(1, 2, 3), no sentido de A para В. 
Conforme a Subseção 2.7.5, a reta que passa pelos pontos A e B pode ser parametrizada por 


T() =a +B. 


Podemos escolher o vetor posição a = (0, 0, 1). Como queremos o segmento de reta de A para B, o vetor direção 
B é dado por б = (1,2,3) = (0,0,1) = (1,2,2). 
Temos, então, 
F) = (0,0,1) + 1(1,2,2) = (5271 + 7). 
Precisamos determinar o intervalo de variação do parâmetro г. 
Como o vetor posição do ponto A é (0, 0, 1), o correspondente valor de г satisfaz 
(121,1 + 21) = (0,0,1), 


Portanto, t = 0. 
No ponto В, temos 


(1,21,1 +24) = (1,2,3) е, consequentemente, 1 = 1. 
Uma equação do segmento de reta que une o ponto A ao ponto В é dada por 
FU) = (24,1 + 20), (e (9, 1). 
A Figura 2.46 ilustra esse exemplo. 


Figura 2.46 


Observamos que, sempre que queremos parametrizar um segmento de reta com orientação de A para В, podemos 
tomar o vetor d como o vetor posição do ponto A e o vetor direção Б como В — A. Nesse caso, o parâmetro r terá uma. 
variação no intervalo [0, 1]. 

Sempre que nos referimos a um segmento que une o ponto A ao ponto В estaremos entendendo que o sentido é de 
A para B. 


Exemplo 5: Parametrizar o segmento de reta que une o ponto (1, 2, 3) ao ponto (0, 0, 1) (ver Figura 2.47). 


Figura 2.47 


Carituto 2 Funções vetoriais EID 


Fazemos 7 (£) = d + tb, onde 


a= (1,2,3) 
Ë = (0,0,1) - (1,2,3) 
-(-71-2,-2) 
Temos 
F(0 = (1,2,3) + (=1, -2, 2) 
= (1-1,2 = 21,3 - 20), € 0,1] 


Também poderíamos ter usado o resultado do Exemplo 4 e a definição 2.11.1. 
De fato, como 


та) = (1.21.1 +20), t€ [0.1]. 
Т0) = 700 +10) 
= (1 - 1,2(1 -1:.1420 -0) 


-(-142-2,3-20), tE [0,1] 


12 Comprimento de Arco 
“Seja C uma curva dada pela equação vetorial 
Та) = x()f + убу] + z(0K, 1 € [a,b] 


“Vamos calcular o comprimento € de um arco AB, com © (a, b]. 


Seja 
Ра=6<1<6<... <41<4<... etm 
partição qualquer de [a, В]. Indicamos por €, o comprimento da poligonal de vértices 
A= = T (b), P = F (n) 


= Ута) - r6) 


= Vise) - x&-)F + 00) = y-)? + le) = z(-9f- à 


Ма Figura 2.48 visualizamos uma curva C, em que a poligonal foi traçada para n = 6. 
Intuitivamente, podemos afirmar que, se o limite de €, quando n — = existe, esse limite define o comprimento € 
АВ da curva C, ou seja, 


о) 


8 ГЕ 
س‎ E n 
Se a curva C é suave, podemos encontrar uma fórmula para calcular o limite de (2). Temos o seguinte teorema. 


que Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Figura 2.48 


2.12.1 Teorema 


Seja C uma curva suave parametrizada por 7 (£), а = < b. Então, 


a 


Prova: Para provarmos esse teorema, vamos utilizar o seguinte resultado cuja demonstração será omitida. 
“Se as funções x(t), (r e 2(0 são contínuas no intervalo [a, b), se P é uma partição do intervalo [a, b] 


(Ра = det <... Ra <1 <... < iy = Б) еї, i е i são números quaisquer em (11,0), então 


r 


NE D Vala): + [МЫ] + LO] au = | Мо DXOF + ROF ac w 


Se C é uma curva suave em (а, b], temos que x = x(r), y = 


(1) e z = z(1) são funções deriváveis em cada 
subintervalo (4..1, 0] da partição P. Assim, pelo teorema do valor médio, existem números 7, f, e & em (0-1,0) tais que 


х@) = хал) = x (TDA 
yt) = y(t) = y(t) At (5) 
20) = га) = (М, 


Substituindo (5) em (1) e (2), obtemos 


t7 $ Vie GP + DOR GPa 
e e= dim, E VOF VOP [еб Рм, 6 


manare É 


Capituto 2 Funções vetoriais ETD 


Usando (4), escrevemos 


Se a curva C é suave por partes, seu comprimento é dado por 


+ 
e fi ийа + [rota + +] IF colar, 


[a, tı], [ts ta), -- ty, В] SãO os subintervalos de [a, b] nos quais а curva С é suave, 
12.2 Exemplos 


plo 1: Encontrar o comprimento do arco da curva cuja equação vetorial é 


Ти) = (i + PÎ, palsi = 4. 


Temos 


P0-1-ievj 


IPo = 1+ ira 
4 


= B (922 + ду gio, 
Aplicando (3), obtemos 
BIZ £4)? г dr 
Essa integral pode ser resolvida por substituição, fazendo и = 927 + 4. 
Temos 


(922 + 4)? 17? dr 


‚1 (ge? aye 
E? 1 


(9-49 + 492 — (9-12 + s] 


"s 
[09 + 4(7 – 1313 ] 
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Exemplo 2: Encontrar o comprimento da hélice circular 


F(t) = (cost, sen f, t) do ponto A(1, 0, 0) a B(—1, 0, т). 


Temos que 
F(t) = (sent, cost, 1) 
IP ()) = Vsen?r + cost + 1 
= va, 
Para A(1, 0, 0) temos t = 0 e para В(—1, 0, т) temos t = 7. 
Usando (3), obtemos 


[via 
= ту, 
2.12.3 Funcáo comprimento de arco 


Na integral € = Í [P (e) dt, se substituímos o limite superior b por um limite variável r, t € (a, Б), a integral se 


transforma em uma função de 1. 
Escrevemos 


(7) 


A função s = s(t) é chamada função comprimento de arco e mede o comprimento de arco de С no intervalo (a, f]. 


2.12.4 Exemplos 


Exemplo 1: Escrever a função comprimento de arco da circunferência de raio R. 

Vamos usar (7), observando que o limite inferior de integração a pode ser substituído por qualquer outro valor 
1.0 € [a, b), isto €, o ponto da curva correspondente a s = O pode ser escolhido de maneira arbitrária. 

Escolhendo a = 


j, temos 


[ка 


se) 


Rt, onde usamos 7 (1) = Rcostí + Rsentj. 


Exemplo 2: Encontrar a função comprimento de arco da hélice circular 
r(t) = (2cost, 2 sen t,1) 


Vamos novamente usar (7) е escolher a = 0. Temos 


s(t) = [Ма - VS. 


D 


Cariruto 2 Funções vetoriais eum 


Reparametrizacáo de curvas por comprimento de arco 


É conveniente parametrizarmos algumas curvas usando como parâmetro о comprimento de arco s. 
Bars reparametrizarmos uma curva suave C, dada por 


сото segue: 

calculamos s = 5(0), usando (7); 
encontramos a sua inversa f = f(s), 0 = s = €; 
finalmente, reescrevemos (8) como 


HG) = TG) 
= x((5)) T  y((5))7 + z((s))K, OSs =€. 


então, que Ji (s) descreve a mesma curva C que era dada por 7 (£), mas com uma nova parametrização, em 
15,0 = s = €, representa o comprimento de arco de С. 


Exemplos 
1: 


Reparametrizar pelo comprimento de arco a curva 
C: F(t) = (Reos t, Rent), 051 = 2r. 
(t) já foi calculada no Exemplo 1 da Subseção 2.12.4. 
s s(r) = Rt. 
função é uma função linear, cuja inversa é 


1=1(5) = 5, 0<з=2тК. 


= 7005) = (к= = Rsen P 0 = s = 27R, é а reparametrização da circunferência dada. 


2: 


Reparametrizar pelo comprimento de arco a curva dada por 


T(t) = (e'cost, sent), t = 0. 


pos calcular a função comprimento de arco s = 500). 


PU) = (e'cost — e'sent,e'cost + ésent) e |r()) = Ме. 
(o рее =D. 
escrever р 


m Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


e então 


Exemplo 3: Dada uma curva C representada por 7 (1). mostrar que, se | (1)| = 1, então o parâmetro r é o parâmetro 
comprimento de arco de C. 
De acordo com (7), temos 


s=s()= [ire ar, 


Como [P (1)| = 1, vem 


O parâmetro t é o parâmetro comprimento de arco s, de С. 


Exemplo 4: Verificar que a curva 


está parametrizada pelo comprimento de arco. 
Temos 


-q 
Portanto, a curva C dada tem como parámetro o comprimento de arco. 


Exemplo 5: Seja C uma curva suave reparametrizada pelo comprimento de arco. Mostrar que, se C é representada 
por A (s), então | (s)] = 1 
Temos 
F(s) = F(r(s)) 


Usando a regra da cadeia, vem 


FG) = Pa) E [7] 
ds 


ds Senl 
Como (5) é a inversa de s(t) e ж = [P (Î temos que. 


4s асу) 


Substituindo em (9), vem. 


Jé(s) = Pes) - 
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1 


IP GG). 


AO) 


(us) 


3 Funções Vetoriais de Várias Variáveis 


no caso das funções vetoriais de uma variável, se 7 é uma função vetorial das variáveis x, y, z, definida em 
io D C IR), ela pode ser expressa na forma f (x, y, z) = f(x, yz) T + falx, у, 2)] + f(x, y 2)K, onde 


€ fs são funções escalares definidas em D. 


“Аз funções escalares fi, fı, e fssão chamadas componentes da função vetorial f. ou também funções coordenadas, 
Analogamente, se / é definida em um domínio D C 18°, podemos escrever: 


TG) = ADDE + fs) + ЛО DÊ. 


.1 Exemplos 


1: f(x,y,z) = xz + ху]  2Vz k é uma função vetorial definida em todos os pontos (х, у, 2) de IR? 
= 0. Suas funções coordenadas são dadas por fi (x, y, 2) = xz, (х, y, z) = xy e f(x, y, z) = 2Vz. 


foy) = xi + Мі у 


é uma função vetorial definida em todos os pontos de IR? tais que 


SÊ = 1. Isto é, o domínio de 7 é o círeulo unitário centrado na origem. As funções coordenadas são f, (x, у) = x, 


3-Vvi-x - ye f(x, y) =0. 


4 Exercicios 
nar a derivada das seguintes funções vetoriais: 
Ў) = costi + tgrj + sen rk. 
(t) = sen tcost? + 
A= (2-Di +1) - 
FO -e еј +R 
EM) = Inti +r +k 


inar um vetor tangente à curva definida pela 
dada no ponto indicado. 


FO = 0,0,0), Р(-1,1,-1) 


+ In (1-0) + SR. 


b) g0) = (te), P(1,e) 

c) A(t) = (sent, cost, t), P(1,0, 7/2) 
o во = (1-1) Рр 
e) r(r) = (21, In 1,2), P(2,0,2) 


. Mostrar que a curva definida por 


fo- (imd cost, en 


está sobre a esfera unitária com centro na origem. 


Determinar um vetor tangente a essa curva no ponto 


al) 


SET, 


4. Determinar dois vetores unitários, tangentes à curva 
definida pela função dada, no ponto indicado. 


a) FU) = (d,e, È + 1); P(1,1,1) 


b) g(1) 
EET (in 1:4 5) 


(4 + 2cost,2 + 2 sen 1, 1); P(4,4,1) 


d) 7(4) = (соз, rsen t, t); P(O, 7/2, т/2) 
5. Determinar os vetores velocidade ¢ aceleração para 
qualquer instante /. Determinar, aínda, o módulo 
desses vetores no instante dado. 


a) 70) = 2cost + Ssentj + ЗК 


b) F(D = eî rei 


n2 
c) F(t) = coshri + 3senh rj; 


6. A posição de uma partícula em movi 
no tempo г, é dada por 


х0) 710-1) 
22-21 
vO =} -x+ 


a) Escrever a função vetorial f (t) que descreve o 
movimento dessa partícula. 

b) Determinar o vetor velocidade e o vetor acele- 
ração. 

€) Esboçar а trajetória da partícula е os vetores 
velocidade e aceleração no instante 1 = 5. 


7. No instante 1, a posição de uma partícula no espaço é 
dada por 


x(t) = P, y(t) = 2V/t 2(1) = 4 VP. 

a) Escrever a função vetorial que nos dá a trajetória. 
da partícula. 

b) Determinar um vetor tangente à trajetória da 
partícula no ponto P(I, 2, 4). 

с) Determinar a posição, a velocidade e a aceleração 
da partícula para t = 4. 


8. Uma partícula se move no espaço com vetor posição 
T(r). Determinar а velocidade e a aceleração da 
partícula em um instante £ qualquer. Esboçar a tra- 
jetória da partícula e os vetores velocidade e acele- 
ração para os valores indicados de £. 


a) F() 7 ti +4] + (4 - уйу = 02 


10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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E ЕТӘ 
ОАО rmi 


e) F(t) = 6j +001 


à F0 = (4-Di + (1+ Dji =2 
Sejam 2 e Б dois vetores constantes, Determinar o 


vetor velocidade da partícula cujo movimento é 
descrito ро 


a) (0 =a +B 


b) Z()- GË + br. 

Se 7 (t) é o vetor posição de uma partícula em movi- 
mento, mostrar que o vetor velocidade da partícula é 
perpendicular a 7 (1). 


a) F(t) = (cost, sen t) 


b) F() = (cos, зеп Эг) 


Em cada um dos itens do exercício anterior, mostrar 
que o vetor aceleração tem o sentido oposto ao do 
vetor posição. 


Mostrar que, quando uma partícula se move com. 
velocidade constante, os vetores velocidade e acele- 
ração são ortogona 


Sejam 2 e b dois vetores constantes não nulos, Seja 
T(r) = е0 + е ™B. Mostrar que 77 (0) tem o 
mesmo sentido que 7 (1). 
Seja 7 (t) = 2coswti + 4 sen wt], onde w é uma. 
constante não nula. Mostrar que 
du 
dê 


>-7. 


ej =, 


Dados f (1) = tj PK e g(t) 
determinar: 

3) (70) x 809) 

d (ÃO gO 

о (Fx foy 

® (E) ROY. 


Se f(t) f) =i + P}, determinar 


COFON. 


- Sejam f (1) uma função real duas vezes derivável e à 
e Б vetores constantes. Mostrar que se f (£) = @ + 
B F(r). então g' (1) x £” (6) = 0. 

Se f é uma função vetorial derivável e 
neo - |7091, 
mostrar que 
f -PO = now. 
Esboçar as curvas seguintes, representando o sentido 


positivo de percurso. Obter uma parametrização da 
curva dada, orientada no sentido contrário. 


T(t) = (2 + 3 cost,1 + 4sen t), t € [0,27] 
P(E) = (t,t +2,2 + 1), € [0,1] 

F(t) = Qt - 1,2 + 14-20. ce [1.2] 
T()- (-12-2 +1), € [-1,2] 
T(t) = (t — sent, 1 — cost), t € [0.27] 


F(1) = (1 + cost, 1 + sen t, 21), t € [0.42] 
F(1) = (2cos' 1,2 sen). € [2], 


Se T (1) = (t, €, Ê) para todos os reais 1, determinar 

fados os pontos da curva descrita por 7 (1) nos quais 

о vetor tangente é paralelo ao vetor (4, 4, 3). Existem 

“alguns pontos nos quais a tangente é perpendicular a 
43)? 


que a curva 
T(t) = tcostT + tsentj +tk,t=0 
sobre um cone. 


quais das seguintes curvas são suaves: 
T() = 8i +Pj,te[-1,1] 


T()-8i eje [> 1] 


F(t) = 2(t — sent) i + 2(1— cost)j. 
t€ [r.37] 


Tt) = Gcos't3senr). € Е z] 


F(t) = (2cos 1,3 sen i). t € [0.2]. 
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23. Verificar que as equações vetoriais 


r(w) = (ww), 2=w=3 e T(t) = (Мы), 
4 < 1 = 9 representam a mesma curva. 


24. Determinar o comprimento de arco das seguintes curvas: 
a) F(t) = (e cost, esent, e), 0s 11 


b) F(U) = (22,2,У60).0=ғ=3 


c) F( =r] +sentj + (1 + cost), 
[EP 


d) у= x, z = Ode P;(0, 0, 0) a P,(4,8,0) 
€ x-ry-5l1srs3 


hélice circular F(t) = (2cost, 4t,2 sen t) de 
P,(2.0,0) a P;(0. 27, 2) 


um arco da ciclóide 
Та) = 2( — sent) F + 2(1 — cost) j 
F(t) = (sent, cost, 2) para t € [0,27] 
Т(ї) = (tsent, tcost) parar € [0,7] 
Та) = (3t +1)? + (1+2)j parar € [0,2] 
T) = (e, e, V2), t € [0,1]. 
. Escrever а função comprimento de arco de: 
à 70 = (sen, Lar) 
b) F() = (cos2r, sen 21,4) 
9 70) =P) 
9 r()- (==. эши, cosa) 
F (t) = (cos2t. sen 2), t € [0,7] 
hipociclóide 7 (r) = (a coft, a sent), 
т 
26. Reparametrizar pelo comprimento de arco as seguin- 
tes curvas: 
a) F(t) = (V2cost, V2 sent), t € [0,27] 
b) F(t) = (3t -1,1 +2) 
c) F(t) = (cos2t, sen 21,21) 


à 7()- (a ту.) 1€ (0.3] 


27. 


28. 


€) F(t) = (e'cost, esen t, e) v(e) 


a) Calcular o vetor uŭ (t) = Fol 
0 F(t) = (cos, sen 21), ve le 2) vetor velocidade da partícula no instante 1. 
8) hipociclóide 7(1) = (а сог, a sent), T. 
T b) Mostrar que 0 (1) e— são ortogonais, 
гє |05 di 


h) hélice ci = 2 cost, : Е 
ааа оошту do plano xy o triplo de scu vetor posição. 
ЗЕ fo. z] 30. Escrever a função vetorial que associa a cada ponto 


) х=1-1,у=2+2 


i я vetor posição e sentido contrário. 
Verificar se as curvas dadas estão parametrizadas Sla когон 


pelo comprimento de arco: 31. Dar o domínio das seguintes funções vetoriais: 
a) 700) = (sent, cos1),1=0 PIENENI equ mese 
5 6 
b) Ps -( ED =й 3 
ONT у? Ы EG) = i tay 


x 
o F(t =(2U-1,1+2,1),1>0 e" 
) ©) Җ(х,у) = GP y Vy, ху) 


> s ad 
4) q(s) = (a cos Z,a sen КӨ! onde 


1 = 7 + 


e) F(s) = (2coss,2sen s), s € [0, 27] 


F(s) = 4 . s € (0, 8 313 ‚ 
0 Fis) (em maks т] Не ДӘ: 


Ш F() = In(s +1) + 


һу) (5) = (5 RATED 


Uma partícula move-se no plano de modo que, no 
instante 1, sua posição é dada por 


3) Поу) ту жх: 


7= (2 cos 1 5251), 


, onde (1) é o 


29. Escrever a função vetorial que associa a cada ponto 


do espaço um vetor unitário com a mesma direção do 


Neste capítulo, os conceitos de limite e continuidade são estendi- 
dos às funções de duas variáveis. Inicialmente, são introduzidos 
alguns conceitos básicos, como o de conjunto aberto e ponto de 
acumulação. Esses conceitos auxiliam no desenvolvimento formal 
das idéias principais do cálculo diferencial das funções de várias 
variáveis, que serão vistas neste e nos próximos capítulos. 


Alguns exemplos e exercícios envolvendo funções de três ou mais 
variáveis são introduzidos com o objetivo de mostrar ao aluno 
como os conceitos estudados podem ser facilmente generalizados 
para os espaços IR”, n = 3. 

Finalmente, os conceitos de limite e continuidade são estendidos 
às funções vetoriais de várias variáveis. 


Observamos que, no decorrer deste e dos próximos capítulos, a 
denominação “funções de várias variáveis” será usada para desig- 
nar as funções reais de várias variáveis, também denominadas 
funções escalares. 


1 Alguns Conceitos Básicos 


-1 Definição 


Dados P(o, o) € IR? е um número positivo x a bola aberta В(Р, г), de centro em Р, e raio r, é definida como 
junto de todos os pontos Р(х, y) € IR? cuja distância até Р, é menor que r, isto é, pelos pontos Р(х, y) que sa- 
IP - Р <r. 


Podemos escrever 


B(Pyr) = {(х, у) € RVC = х)? + (у = 0)? < г}. 


Gcometricamente, ВОР. r) € o conjunto de todos os pontos internos à circunferência de centro em Р, е raio r (ver 
за). 


Em IR, a bola aberta de centro ет Р,( хе, y». Zo) e raio r é dada рог 
B(Pyr) = (ооу о) € RVC = x) + (y = x) + G- a) < r} 


ricamente representa o conjunto dos pontos internos à esfera de centro em Р, e raio r (ver Figura 3.2). 


— — ш 


mnm 
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Figura 3.1 Figura 3.2 


3.1.2 Definição 

Seja А um conjunto de pontos do IR? ou IR”. Dizemos que um ponto P € A é um ponto interior de A se existir uma 
bola aberta centrada em P contida em A. 

Se todos os pontos Р € А são pontos interiores de A, dizemos que A é aberto (ver Figura 3.3). 


x 


Figura 3.3 


Observamos que um conjunto aberto no plano ou no espaço será denominado um domínio. 


3.1.3 Exemplos 
a) Ет IR, o conjunto dos pontos interiores a uma curva fechada simples é um conjunto aberto. 
b) O conjunto dos pontos interiores de um paralelepípedo, de uma esfera ou de um elipsóide são conjuntos aber- 
tosem IR. 
c) IRe IR são conjuntos abertos. 


лт 3 Limite e continuidade ITD 


1.4 Dominios conexos 


Um domínio D de IR ou IR é dito conexo se, dados dois pontos quaisquer em D, eles podem ser ligados por uma 
poligonal contida em D. 

A Figura 3.4 mostra exemplos de conjuntos conexos no plano. Podemos ver que, dados dois pontos no domínio D, 
é possível ligá-los por meio de uma linha poligonal contida em D. 


Figura 3.4 


Na Figura 3.5, representamos alguns domínios conexos em IR". 


ay ы © 
Figura 3.5 


Observando a Figura 3.4, vemos que um domínio conexo em IR" pode apresentar “buracos 
Quando um domínio D C IR" não apresenta buracos, isto é, quando toda curva fechada simples C de D circunda 
pontos de D, D é dito simplesmente conexo. 

Assim, podemos dizer que os domínios representados em (a), (b) e (c) da Figura 3.4 são simplesmente conexos, 
ito os domínios representados em (d) e (e) não são simplesmente conexos. 

Se D é um domínio em IR", dizemos que D é simplesmente conexo quando qualquer curva fechada simples em D 

ser reduzida de maneira contínua a um ponto qualquer de D sem sair de D. 

Os domínios representados em (a) c (b) da Figura 3.5 são simplesmente conexos. O domínio representado em (с) 

3.5 não é simplesmente conexo. 


“ы = 
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3.1.5 Exemplos e contra-exemplos 


a) IR e IR" são simplesmente conexos. 


b) Em IR, D = {(x,y)| 4 < x? + у? < 16) é um domínio conexo que não é simplesmente conexo (ver 
Figura 3.6). 


Figura 3.6 


c) Ет, D = ((x, y)||x| > 1) não é um domínio conexo (ver Figura 3.7). 

d) О interior de uma esfera com um número finito de pontos removidos é um domínio simplesmente conexo. 
em IR. 

€) O interior de um cubo com uma diagonal removida não é simplesmente conexo em IR’. 


Figura 3.7 


3.1.6 Definição 


Seja A C IR. Um ponto Р € IR? é dito um ponto de fronteira de A se toda bola aberta centrada em P contiver pon- 
tos de À e pontos que não estão em A. 

O conjunto de todos os pontos de fronteira do conjunto A é chamado fronteira de A. 

Se todos os pontos da fronteira de A pertencem a À, dizemos que A é fechado. 


Observamos que essa definição também é válida para um conjunto А C IR", n > 2. 
3.1.7 Exemplos 


Exemplo 1: SejaA = (0, y) € IR |x >2}. 
a) Determinar o conjunto de pontos interiores de A, verificando se A é aberto. 
b) Determinar a fronteira de A. 


A 5. OO —— 
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lugo de (а): Seja P(x, у) um ponto qualquer de A. Então, x > 2 e, assim, r = x = 2 > 0. 
А bola aberta de centro em Р e raio r está totalmente contida em A, como podemos observar na Figura 3.8. 


Figura 3.8 


Dessa forma, concluímos que todos os pontos de A são pontos interiores, ou seja, A é aberto, 


lução de (b): Observando a Figura 3.9, podemos ver que a fronteira de A é a reta x = 2, pois: 
qualquer bola aberta centrada em um ponto dessa reta, como ^, por exemplo, tem pontos de А e pontos que 
não estão em A; 


para todos os pontos Р(х, у) que estão à direita da reta x = 2, como 7^, por exemplo, existe uma bola aberta 
de centro em P que contém somente pontos de A; 


para todos os pontos P(x, y) que estão à esquerda da reta x = 2, como Р, por exemplo, existe uma bola aber- 
ta de centro em P que contém somente pontos que não estão em A, 


Figura 3.9 
plo 2: Seja A = ((x, y, z) € I | x > 0, y > 0, z > 0). Então: 

* А é um conjunto aberto; 

* а fronteira de A é formada pelas partes dos planos coordenados que delimitam o primeiro octante. 
plo 3: Seja F = ((x, у) € |у = 2x + 1} U ((0,0)). F não é um conjunto aberto, pois: 


* (0,0) € F e nào é ponto interior de F 
* os pontos sobre a reta y = 2x + 1 também pertencem a F, mas não são pontos interiores de F (ver Figura 3.10). 
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Figura 3.10 


3.1.8 Definição 


Seja А C IR. Um ponto Р” € IR? é dito um ponto de acumulação de A se toda bola aberta de centro em P conti- 
ver uma infinidade de pontos de A. 
Intuitivamente, podemos dizer que P' é um ponto de acumulação de A quando existirem pontos de A, diferentes de 

', que estejam tão próximos de P” quanto desejarmos. 


3.1.9 Exemplos 
Exemplo 1: Seja A = {(x, y) € IR?] 0 < V(x - 1) + (y - 2)? 


* todos os pontos de A são pontos de acumulação de A; 


* орото (1, 2) @ A, mas é um ponto de acumulação de A; 
2)? = 1 também não pertencem a A, mas são pontos de 


1). Entào: 


* 0s pontos sobre a circunferência (x — 1)? + (y 
acumulação de A; 


* os pontos no exterior do círculo (x = 1)? + (y — 2)? = 1 não são pontos de acumulação de A. 


A Figura 3.11 ilustra esse exemplo. 


Figura 3.11 
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тріо 2: No Exemplo 3 da Subseção 3.1.7, o ponto (0,0) € F mas não é um ponto de acumulação de F, pois, 
podemos ver na Figura 3.10, existe uma bola aberta centrada em (0, 0) que não contém outros elementos de F. O. 
(0, 0) é um ponto isolado de К 


-2 Limite de uma Função de Duas Variáveis 


Intuitivamente, dizemos que uma função f (x, y) se aproxima de L quando (x, y) se aproxima de (xy, у) se é pos- 
tornar f (x, y) arbitrariamente próximo de L, desde que tomemos (х, y) € D(f) suficientemente próximo de 
20), com (x, y) * (хо, Y0). 

^A idéia "f (x, у) arbitrariamente próximo de L” é traduzida matematicamente pela desigualdade 


LO о 


в É um número positivo tão pequeno quanto possamos imaginar. 
A idéia "desde que tomemos (x, y) E D(f) suficientemente próximo de (ху ya), com (x, y) * (X yo) 
e duas partes: 
Devem existir no domínio de f pontos muito próximos de (хо, э) que sejam diferentes de (хо, уу). Exigimos, 
então, que (xy, у) seja um ponto de acumulação do domínio de f. 
Deve ser possível garantir que, se (x, y) € D( f) é suficientemente próximo de (xy, Jp), com (x, y) ** (Xo, yo)”, 


então f(x, y) vai satisfazer a inequação (1), ou seja, deve existir шпа bola aberta de raio 8 e centro (xy, у) tal 
que, se (x, у) ** (хо, у) variar nessa bola aberta, então valerá a inequação (1) (ver Figura 3.12). 


Unindo as idéias expostas, temos a seguinte definição: 


.1 Definição 


Sejam f: A C IR? > IR e (xo, Yo) um ponto de acumulação de A. Dizemos que o limite de f(x, y) quando (x, у) se 
ima de (xo уу) é um número real L se, para todo # > 0, existir um ê > O tal que | f(x, y) = L | < е sempre que. 
3) € Ae0 < Is, у) — (ху, у)! < 8 
Denotamos 
йт Gy) = Lou lim f(x,y) = L. 


Na Figura 3.12, ilustramos geometricamente a definição de limite, 


Figura 3.12 
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3.2.2 Exemplos 


Exemplo 1: Usando a definição de limite, mostrar que 


tim (3x + 2y) = 


= 


De acordo com a definição 3.2.1, devemos mostrar que, para todo е > 0, existe um 8 > 0, tal que 


sempre que 0 < V(x — 1 + (у = 2) < 8. 
Como no caso das funções de uma variável, trabalhando com a desigualdade que envolve e, podemos obter uma. 
pista para encontrar 6. Temos 


(у) =7]=Bx+29-7] 

= |3x -3 + 2y - 4| 

= BG -1) * 20 - 2) 
Н =3|х—1|+2]у—2|. 


Сото |x = 1| = V(x = P + (у - 2? e |у—2| = V(x = D? + (у = 2), podemos concluir que 
3|x = 1| +2|у — 2| < 38 + 28 sempre que 0 < V(x = 1) + (у - 2) < ô. 
Assim, se tomamos 8 = e/5, temos que, se 0 < V(x — 1)? + (y — 2} < 8, então 


(х,у) = 7| = 3|» - 1| + 24у – 2] 


Exemplo 2: Usando a definição, mostrar que 


lim. = 
[DE Dv 


Devemos mostrar que, para todo е > 0, existe à > O tal que, se 


0 < Vr + y! < 8, ento 


Como |х| = Vx? + уге |у = Vx? + 
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Assim, tomando ô = * temos que, se 0 < Vx? + у? < б, então 


ч 2xy 
Logo, lim >> 
BO MOVE y 
Observamos que, nesse exemplo, o ponto (0, 0) não pertence ao domínio da função dada. No entanto, conforme 
gido na definição de limite, ele é um ponto de acumulação do domínio da função. 


Daqui para a frente, sempre que nos referimos ao 


lim f(x.y) 


pr 


iplícito que (xo, у) é um ponto de acumulação do domínio de f. 

Vamos agora voltar à Figura 3.12, que ilustra geometricamente a definição de limite. Para que o limite de f (x, y) 
sta, seja qual for a forma pela qual nos aproximamos de (xo, у) através de pontos do domínio de f, f(x, y) deve 
рге se aproximar do mesmo valor L. Temos а seguinte proposição: 


.3 Proposição 
Sejam D, e D; dois subconjuntos de D(f), ambos tendo (xy) como ponto de acumulação. Se f(x, y) tem 
йез diferentes quando (x,y) tende а (XX) através de pontos de D, е de Do, respectivamente, então 


ER jy) nto exime. 


га: Vamos supor que existe um número real L tal que 


f(x,y) = L. Então, para todo s > 0, existe 8 > 0 


ооба 
Bal que, se (x, у) € D(f) е0 < |(x, y) = (хо. %)| < ê, então |f (x, y) = L| < e. 
Como D, C DX f), temos que, se (x, у) € D, е0 < (x,y) — (xo, X) < 8, então |f (x, y) = L| < e. 
Como D, C DX f), temos que, se (x, y) € D; e 0 < |(х, у) = (хо. %)| < 8, então |f (x, у) = L| < e. 
Concluímos, assim, que o limite de f(x, y) © igual ao mesmo valor L quando (x, y) tende a (xo y) através de pon- 
pertencentes somente a D, e também pertencentes somente a Dz. Isso contraria a hipótese de que f (x, y) tem limites. 
tes quando (x, у) se aproxima de (ҳо yo) através de pontos de D, e de D; 
Logo, se f(x, у) tem limites diferentes quando (x, y) tende a (xo yo) através de conjuntos de pontos distintos do 


inio de fentãoo lim f(x,y) não existe. 
(e, preto v 

Usando essa proposição, podemos mostrar que certos limites de funções de duas variáveis não existem. Para isso, 

os conjuntos particulares convenientes, dados, por exemplo, por pontos de curvas que passem em (xo Yo). Nesse 

o limite se transforma no limite de uma função de uma variável, como mostram as situações seguintes: 


a) Se D, é o conjunto dos pontos do eixo dos x, o limite de fix, y) quando (x, у) se aproxima de (0, 0) através de 
pontos de D, é dado por 


= f(xy) = lim f(x,0). 


b) Se D; é o conjunto dos pontos da reta y = 2x, o limite de f(x, y) quando (x, у) tende a (0, 0) através de pon- 
tos de D; é dado por 


dera GIR f Gans 
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o limite de f (x, у) quando (x, y) tende a (0, 0) através 


Se Ds é o conjunto dos pontos do eixo positivo dos y. 


9 
de pontos de Ds é dado рог 


lim f(x, y) = lim 700,5). 
уто E 


3.2.4 Exemplos 


2x 
Exemplo 1: Usando а proposição 323, mostrar que, lim, o, з Re ão existe. 
Se (x, y) se aproxima de (0, 0) pelo eixo dos x, temos 
оуб 0 
lim gy НЫ HO 
y 
0 
pi 
= lim 0 
E 
= 0. 


Da mesma forma, se (x, у) se aproxima de (0, 0) pelo eixo dos y, obtemos 


temos 


No entanto, se (x, у) se aproxima de (0, 0) através de pontos da reta 
peu o жга 


não existe. 


Logo, pela proposição 3.2.3, concluímos que lim „з y 
EI : 


Exemplo 2: Verificar se existe | lim a 
(neo + y 
cuidado quando analisamos a existência de limites de fungi 


бе» de 


Esse exemplo mostra que devemos tomar muito 


duas variáveis. 
Se (x, у) se aproxima de (0, 0) pelo eixo dos x, temos 


б) através de uma reta qualquer que passa pela origem, у = m x, obtemos 


Da mesma forma, se (x. y) se aproxima de (0, 


x (mx) 


(fS cos 
MÀ rt (mx) 
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ا ا 
IA mh‏ 


Mesmo com esse resultado, não podemos concluir que o limite dado existe, De fato, se (x, у) se aproxima de (0, 0) 
do arco de parábola y = Vx, obtemos 


"rob x (Va 
у 3 
mo XP y^ а + (Vay 
LL (x) 
E 
i 
Ir 
s 
2 
ay 
0, Jim não existe 
Loto o xi y 


.3 Propriedades 


As propriedades dos limites de funções de uma variável (ver Seção 3.5 do Cálculo A) podem ser estendidas para os 
de funções de várias variáveis 


-3.1 Proposição 
Seja f ; IR? — IR definida por f (x, y) = ax + b, com a, b quaisquer números reais, Então 


lim f(x, y) = ax, + b. 
rn 


Seja a # 0, Dado e > 0, devemos mostrar que existe 8 > 0, tal que 


MfG у) = (axo + b) | < e sempre que 0 < V(x = x) + (y = w)? < б. 


Podemos obter uma chave para a escolha de ô examinando a desigualdade que envolve e. As seguintes desigual- 
são equivalentes: 


\/(х. у) = (axo + b)| < e 
Wax + b) = (ax + Б) < e 
Jax — axo] < e 


la] |x = xol < € 


A última das desigualdades sugere escolher à = ts De fato, como [x = х] = Vx — xo)? + (у = MZ para 
[ 


È 
= —— temos 


lal 


| 
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MfG y) = (axo + Б) = Jal pe = ха < Ja] + s sempre que 0 < V(x = xo) + (у = W)? < 8. 


lal 
Portanto, 
lim (ax + b) = axo + b. 
a, 
DEM 
Quando a = 0, então |(ax + b) = (ахо + b)| = O para todos os pares (x, y) € IR, Portanto, tomando qualquer 
8 > 0, а definição de limite é satisfeita 


Logo, lim (ax + Б) = ахо + b para quaisquer números reais a e b. 


yow 
Observamos que, de forma análoga, obtemos 


lim ay + b = ay + b 
Ind 


3.3.2 Proposicáo 


Se lim f(x, y) e lim g(x, y) existem, e ¢ é um número real qualquer, então: 


У »» 
D lm FENE gie yos 
э i eT =, с Ша (у) 
» уз» 
c) em f.) в(х,у) = lim f(x,y) "im gx y): 
en ER Б] 
lim f(x, y) 


d , desde que lim g(x, y) 4 O; 


e) lim [f(x y)]" = [lim f(x, y)" para qualquer inteiro positivo п; 


»* Ex 
D lim М/у) = Wim f(x, y) „е lim f(x, y) = Oe n inteiro ouse lim f(x, y) = Oe n é um inteiro 
en x x 


positivo ímpar. 


Provaremos o item (a) dessa proposição usando o sinal positivo. 


Prova do item (a): Sejam lim f(x, y) = Le lim g(x, y) = M ce > O arbitrário. Devemos provar que existe 8 > O tal 


que |(/(х, y) + g(x, y) = (L+ М) | < e sempre que (x, у) € D(F) П D(g) e0 < V(x xo)? + (y = w)? < 8. 


Como lim f(x, y) = L, existe 8, > O tal que |f (x, y) — L| < 8/2, sempre que (x, y) € D(f) e 
y 


0 < V(x = x)! + (y - yp)? «à. 
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Como lim g(x, y) M| < 2/2 sempre que (x, y) € D(g) e 


= M, existe 8; > O tal que |g (x, y) — 
zx 
= Vx - xy + (у а) <. 


Seja 8 o menor dos números à, e 8, isto é, ô = min (8j, 8). Então ê = ê, eô = ôe, assim, se (x, y) € D(f) N Dg) 
0 < V(x = x + (у = X)! < 8 temos |g(x, y) — M| < e2e |f (x, y) = L| < 8/2. 


Logo, 
Kf Gr y) + g(x,y) = (L+ М) = Gy) = L) + (g(x,y) = М) 
= (х,у) = L| + pgs y) = 
< ef2 e2 
=e, 
re que (x, y) € D(f) N D(g) е0 < V(x — хо)? + (у — W)? < à e, dessa forma, 
lim (f(x,y) + 83) = L + M. 
Y 


3.3 Exemplos 


тріо 1: Calcular lim (ду + xy! — 2xy + 4) 

БЕ] 
Aplicando as proposições 3.3.1 e 3.3.2 (a), (b), (c) e (e), temos 
lim (оду + رہ‎ — 2xy + 4) = lim ۰ di 
x 


o i 


Observamos que a aplicação simultânea das proposições 3.3.1 e 3.3.2 pode transformar o limite de uma dada função 
duas variáveis em uma expressão envolvendo límites de funções de uma variável. 
Nesse exemplo, podemos escrever 


lim (ey + ty = 2ху + 4) = im x* lim y + lim o lim na = 2lim xe lim y 44 
уз зт ” 
E 


De modo geral, podemos dizer que, se lim Р(х) = 


L, então F(x), considerada como uma função de x e de y, tem 
ite L, quando (x, y) = (xo, ж). Р 


Também se lim G(y) = M, então GO), considerada como função de x e de y, tem limite M, quando 
3) (з). 


mplo 2: Calcular lim Mx у, 
m 


Usando as proposições 3.3.1 e 3.3.2 (a) e (f) temos 
lim V= y = Vim + lim y 


EI 
xu 


- 
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B 


Exemplo 3: Calcular lim ZÊ, 
T xrty-i 


Como lim, ( + y = 2) = —2 # 0 podemos aplicar a proposição 3.3.2 (d). Temos, então, 


yn 


lim (y +4) 


lim. дужд Cyn 

mu r*tx-2 dm (х+у-2) 
Xu 
=-3/2, 


3.3.4 Proposicáo 
Se fé uma função de uma variável, contínua em um ponto a, e g(x, y) uma função tal que lim g(x, y) = a, então! 


vh 


tim (Гов) (5) = f(a) ou lim f(g(.))) (im seo) 
m jr um 


rem уз» ж 


onde (fog) (х, y) é а função composta de fe g, isto é, (fog) (x, у) = f (g(x, у))- 
A Figura 3.13 ilustra a função composta fog. 


Figura 3.13 


Prova: Seja e > 0, 
Como f é contínua em a, Э ê, > 0 tal que 


ue DU eu — ap 9 ЗООС a) 


Como lim g(x,y) =a e &>0, 38>0](x,9) € D(g) e 0< V(x - x) + (у— X) «e 
x 


IgG y) = a| < 8. 
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Assim, se (x, у) € Dig) e 0 < М(х — xy)? + (у 30)? < s temos que u = g(x, y) satisfaz o antecedente da 
licação (1) e, conseqüentemente, 


GG у)) — f(a) | < e. 
_ Logo, lim (fog)(x. y) = f(a). 
rem 
.5 Exemplos 
plo 1: Calcular lim In (x3? + xy = 1). 


El 
Consideremos as funções: 


(x y] *ay-l e fuw=nu 


Temos que lim g(x,y) = 2e f(u) = In (и) é contínua em u = 2. 
Pi 
“Aplicando a proposição 3.3.4, vem 
lim (fog) Gs, у) = lim In (4º + xy = 1) 
m = 


= Inflim (x? + xy = 1)] 
51 
= 102, 


plo 2: Calcular lim sen(x + y). 


pu 
1 


Usando a proposição 3.3.4, temos 
lim sen(x + y) = sen (lim (x + y)) 


x p 
3) 1 


.6 Proposição 
Se lim f (x, y) = 0 e g(x, y) é uma função limitada em uma bola aberta de centro em (Xo, y), então 
э» 
Jim f(x, y)g(x, у) = 0. 


em 
t Como g(x, y) é limitada em uma bola aberta de centro em (xo, уу), existem constantes M > O e r > 0 tal que. 


0) 


— ——— 
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Como lim (x, у) = 0, usando a definição 3.2.1, temos que, dado эу > 0, existe um д, > O tal que 
E 
xw 


Seja 8 = minfô,, r}. Então, por (2) e (3), segue que: 


se (x, y) € D(f) е0 < V(x = xo)? + (y = J) < à, então 


Ify) 86») | = ТР у) |+ 1868») | 


e 
SM 
ЫЗ 
Logo, 
lim f(x, y)g(x, y) = 0. 
em 
3.3.7 Exemplo 
Usando a proposição 3.3.6, mostrar que 
lim 555 
tty 


Е = ыз) 
Vamos considerar f (x, у) = x e g(x, y) cord 
x = 0. Vamos mostrar que g(x, y) é limitada. 


Já vimos que 


rz] 


Para visualizar facilmente que g(x, y) = 


xy 
polares (x = rcos 0 e y = rsen). 


é uma função limitada, basta reescrevé-la em coordenadas 
Temos 


xy — r'cos @sen ð 
й+у” A 


cos Ө sen 0, para (x, y) + (0,0). 
Evidentemente, |cosó sen 0| = 1 e, portanto, g(x, y) é limitada. 
Assim, 


(3) 
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3.4 Cálculo de Limites Envolvendo Algumas Indeterminações 


Sejam fe g funções tais que lim f(x, y) = lim g(x, y) = 0. 
p me 

Nada podemos afirmar, a priori, sobre o limite do quociente //g quando (х, y) tende a (xo, y). Dependendo das 

podemos encontrar qualquer valor real ou o limite pode não existir. Costumamos dizer que estamos diante de 

indeterminação do tipo 0/0. 

Os exemplos que seguem ilustram essa indeterminação. 


Pty- 2y - 28 - 2 + 4 


plo 1: Calcular lim 
m xy*x-2y-2 


x 
Temos que 
lim (х5 + xly -2xy - 2€ — 2x + 4) = 2 + 2-1-2-2-1-2-2 -2.2+ 4 =0 


E 
x 


lim (xy + x= 2y =2) =2-1+2-2-1-2 
= 

Estamos, portanto, diante da indeterminação 0/0. Para resolver esse limite, vamos fatorar as expressões do nume- 
e do denominador. Temos 


tim ху xly-2xy-2x!-2x 4 — lim a(t xy -2) - 22 + xy -2) 


= xy*x-2y-2 Ez x(y +1) -2(y + 1) 
Fi E 


(x-2)6? * xy - 2) 


4 
-i-2 
ә "yc 

lo2: Calcular lim —— 3 — — 

i ЯМ -У1-2 
сщш l y-1-0 

3 

e lim, (Vx- V 7 y) = lim Va - lim V1 = y =0 


Ут 
Portanto, temos uma indeterminação para ser analisada. 
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Costumamos, nesse caso, fazer uma racionalização, como segue: 
—1)(Мх + Vi =y) 
1— (Vx VÀ = y) 


жу (Vs re VIL = y») 
(V) - (Vi = у)? 


tegrais múltiplas, integrais curvilineas e de superfície 


Como x > бе y < 1, temos 


x*y-l _(х+у-1у(Ух+\1-у) 
Мх-\М1-у х-1+у 


Assim, 


lim (Vz + V1 = y) = 0. 


3.5 Continuidade 


Nesta seção, vamos definir e exemplificar a continuidade de funções de duas variáveis. As proposições apresentadas 
podem ser consideradas como uma extensão das proposições referentes à continuidade de funções de uma variável. 


3.5.1 Definição 


Sejam f: A C IR? > Re (xy, уу) € A um ponto de acumulação de A. Dizemos que f é contínua em (хо, у) se 


lim f(xy) = fo»). 


[rm 
3.5.2 Exemplos 


ZL, (х,у) ж (0,0) 
Exemplo 1: Verificar se f(x, y) = (V + у? é contínua em (0, 0). 


0, (x, y) = (0,0) 


No Exemplo 2 da Subseção 3. 


mostramos que. 


lim 
о) (0,0) 


Portanto, a função dada é contínua em (0, 0), pois 


lim 


2 
eco V + yÊ /@,о). 


Carituto 3 Limite e continuidade EID 


э) * (0,0 
сана оо 


(х,у) = (0,0) 


plo 2: Verificar se f(x,y) = 


No Exemplo 1 da Subseção 3.2.4, mostramos que 


im não existe, 
tag + у 


Portanto, a função dada não é contínua em (0, 0). 
Observamos que essa função é contínua em relação a x e a y isoladamente, apesar de não ser contínua em relação 
“conjunto dessas variáveis. 

De fato, 


Jim /(х.0) = tim (0,9) = 700,0). 


Fy 


Essa função está definida em todos os pontos de IR". É fácil constatar que essa função é contínua em todos os pon- 
(X. yo) € IR tais que 


+у<4 o x+y >4, 


lim f(xy) = fG x). 


ыг 


Vamos analisar, agora, como fica o lim f(x, у) quando (xo, xo) é um ponto tal que xj + yj = 4. 


(un Ges 


Usando as considerações da Seção 3.2, vamos analisar esse limite considerando que (x, у) se aproxima de (хо, Yp) 
de pontos do conjunto: 


3 D, (у) € IR |x? «y 4) 
b) D= {(x,y) ER |x? + y? > 4}. 
Temos, então, 


amaina 2 


De (1) e (2) concluímos que a função não é contínua nos pontos (хо, Jy) € IR? com xj, + y = 4. 
A Figura 3.14 ilustra esse exemplo, na qual observamos claramente que f não é contínua nos pontos da circunfe- 
iar + ر‎ = 4. 
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Figura 3.14 
22, (xy) + (0,0) 4 
Exemplo 4: Mostrar que (x. y) = VA + 2y é contínua na origem. 
0, (х,у) = (0,0) 


Nesse exemplo, vamos usar a proposição 3.3.6. Temos que 
En o sta У 


EE 
М?! + 2уї М2 + 2y 


Podemos reescrever а função —=— em coordenadas polares para verificar que é uma função limitada. 
Va! + و2‎ куа s 


Temos 
_ геп 
var 
5 
- en 9, (x, y) * (0,0). 
Assim, 


2xy 


20 


Comolim 2x = 0, pela proposição 3.3.6 segue que lim NEUES O. Logo, fé contínua na origem. 


2х2 + 2y! 


3.5.3 Proposição 
Sejam f'e g duas funções contínuas no ponto (xo, у). Então 
a) f + g é contínua em(xy y); €) fg é contínua em (xo, Jp) е 


€) f — g é contínua em(xo, y) ; d) f/gécontínua em (хо, ya) desde que (хо y) * 0. 


Capíruto 3 Limite e continuidade = 


Observamos que essa proposição decorre das propriedades de limite vistas па proposição 332. 


Usando a proposição 3.5.3, podemos afirmar que: 
* шпа função polinomial de duas variáveis é contínua em IR; 


* шпа função racional de duas variáveis é continua em todos os pontos do seu domínio. 


Observamos que uma função f de duas variáveis é uma função polinomial se f (x, y) pode ser expressa como soma 
da forma Cx"y", onde C € IR e m e n são inteiros não-negativos. 


4 Proposição 
Sejam y = f(u) e z = g(x, y). Suponha que g é contínua em (x, у) e f é contínua em g (xo, у). Então, а 
composta fog é contínua em (хо, y). 


Como f (u) é contínua em g (xo, у), dado е > 0, existe 5, > O tal que 


РОГУ ЛЕСУ f Gc Qs a) a 


Como z = g (x, y) é contínua em (xo, эһ), para esse б, > 0, existe à > O tal que 
(x,y) € D (8) 


(CS) Godoi) ESOS (2) 


Usando (1) e (2), podemos escrever que 
(xy) € D (8) e (Gs у) = (хо) < 8= Lf Gr Qe у) = f Go ))| < e 
Portanto, fog é contínua em (xo, 3). 


5 Exemplo 
Discutir a continuidade das seguintes funções: 
а) f(xy)-2xy'*5xy-2 
x+y-1 
ig — aycu злу 3292 
€) h (x,y) = In (22у + 4) 
jo de (a): A função f(x, y) = 2х?у? + 5xy — 2 é uma função polinomial; portanto, usando a proposição 3.5.3, 
ios dizer que f(x, y) é contínua em todos os pontos de IR". 
io de (b): A função g (x, y) é uma função racional que pode ser reescrita como 
(xi х+у-1 у 
жшттер ЕТ] 
Assim, podemos visualizar que a função g (x, y) é definida para todos os pontos (x, y) € IR tais que x # 1, 


=2ey 4-1. 
Usando a proposição 3.5.3, conclui-se que g (x, y) é contínua no conjunto 


{(х,у) ER|r41,x420y4-1). 


ão de (e): A função (x, y) = In (ay? + 4) é a composta das funções 


flu) = пи e g(x,y) = 


Ay! д. 


E 
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| 


A função g é contínua em IR", pois é uma função polinomial. A função f é contínua em IR'. Como 
g (x, y) > 0, V (x,y) € IR, temos que, para qualquer (xo, уз) € IR, g é contínua em (xo, у) e f é contínua em 
8 (xw X). 

Logo, pela proposição 3.5.4, concluímos que A é contínua em IR. 


3.6 Limite e Continuidade de Funções Vetoriais de Várias Variáveis 
3.6.1 Definição 


Seja РУ(х J, 29) um ponto de um domínio D e 7, seu vetor posição. Seja f. uma função vetorial definida em D; 


exceto, possivelmente, em 7. Seja à = a,i + а;] + ask um vetor constante, Se 7 é о vetor posição do ponto. 


P(x, у, z), dizemos que lim f(x,y,z) = d se, para todo e > Û, existe ã > O tal que |7 (x, y, z) — d| < e sem- 


preque0< |F — 7| < 8 


A desigualdade 0 < [7 — 7| < 8 representa o interior (exceto Pi) de uma esfera de raio 8 e centro em Р). Portanto, 


geometricamente, podemos visualizar a definição 3.6.1 na Figura 3.15. Dada qualquer bola B(A, £) de raio e, centrada 
em A(a,, az, as), existe uma bola ВСР, 5) de raio 8, centrada em P (xy, Yo. ху). tal que os pontos de ВСВ, 8) (ехсе- 


to, possivelmente, Р) são levados рог 7 em pontos de B(A, е). Assim, a direção, o sentido е o comprimento de 
f (x, y, 2) tendem para os de d quando (x, * (хь J, Zo). 
Figura 3.15 
De forma análoga às funções vetoriais de uma variável, se f (x, у, z) = (f(x. у, 2), f(x f(xy, 2)) 


€ d = (a, as, a5), temos 


= lim fix. 


(en a 


= a, para i = 1,2,3. 


Também as propriedades dos limites são análogas (ver Subseção 2.5.3). 


3.6.2 Exemplos 


Exemplo 1: Dada a função vetorial f (x, y) = yi — x) determinar li 


саша E 


y 


plo 2: Se f(x,y, 


Temos 


lim f(xyz) ( lim es! 
2» 


(y do (nd) 


.3 Definição 


(2822.5. ei tm 
x -] 


, dim 
(27021) X^ — 1 (y onn) 


CapítuLo 3 Limite e continuidade а» 


xj =0 


ао) 


Feyz) 


СЕЕ) 


QE 


м) (1,1,3) 


Seja f (x, у, 2) definida em um domínio D. Dizemos que F é contínua em um ponto P; (Xo, Xo, zo) € D se 


im f(x y, z) = f God zo) 


[Iu 


Se F & contínua em cada ponto do domínio D, dizemos que fé contínua em D. 


De forma análoga às funções vetoriais de uma variável, temos que 7 é contínua em D se, e somente se, as três. 


s coordenadas fi, fz е f; são contínuas em D. 


4 Exemplos 


3) No Exemplo 1 da Subseção 3.6.2, a função vetorial é contínua em todos os pontos do plano. 


b) № Exemplo 2 da Subseção 3.6.2, a função f (x, y, z) 


х= tl. 


-kr 


é contínua em todos os pontos (x, y, z) € IR? tais que 


© А função vetorial f (x, y, 2) = Tp p Onde K é constant positiva e F 6 o vetor posição do ponto (x, y, 2), é 
7p 


contínua em todos os pontos de IR", exceto na origem, ponto no qual a função não está definida. 


.7 Exercícios 


Î. Identificar quais dos conjuntos seguintes são bolas 


abertas em IR" ou IR", determinando, em caso positi- 
xo, о centro e o raio. 


a) xà *y-2y«3 

b) x y ez + 62 <0 

D +> 

d) x + у + 2× < (x-1?* + (у- 2)? 

€) x+y -1»0 

D х2+4х+у2<5 

g r-yti«c2 

2. Seja A = (( y) ER2 «x «3e 

=1<y<1) 

a) Representar graficamente o conjunto A, identifi- 
cando se A é aberto. 


b) Determinar a fronteira de A. 


3. Repetir o Exercício 2 para o conjunto 


B= {(х,у,:) EIR|-1<x<1,-1<y<1 e 
-1«z«1) 


Identificar as afirmações verdadeiras: 
a) А união de bolas abertas é uma bola aberta. 
b) A união de bolas abertas é um conjunto aberto. 
c) A união de bolas abertas é um conjunto conexo. 
d) O conjunto 

А = {(х, у)|х? + 2x + y? — 4y > 0) é conexo. 
€) O conjunto В = {(x, у)|х? > y) é aberto. 


5. Verificar quais dos conjuntos a seguir são conexos: 


A = {(х, у) E R°| 2x? + 5y? = 10) 


E 
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ud 1 i) Todos os pontos de um conjunto aberto А 
B-iG»em|-;s:55 pontos de acumulacào de A. 
C= {(x, y, 2) € RT| 3x? + 9y? + F> 18) j) Se A é um conjunto aberto, nenhum ponto 
fronteira de A pertence a A. 
з 1 : 
D= le. yem]ly- ^^ Di 11. Usando a definição de limite, mostrar que: 
6. Dar a fronteira dos seguintes subconjuntos do IR". a) lim (5x = 2y) =—9 
Representar graficamente, 25 
3 A= (х,у) em|ey <4} b) lim (3x + 2y) = 12 


AA ш) 
b) B= (х,у) e IR |x? уа} 5 (3x -2y) = 5 
z 


9 A= (y) e |a? «y «4) 


d D- fane кр>1) 

7. Representar graficamente os seguintes subconjuntos 
de IR. Identificar os conjuntos abertos. 
3 A= {(x,y) ER |x? -4 y <0} 
b) B = (xy) E R| 4+ 20) 12. 
© €-(xy ER||y|<3} 
3 р= (у) ER]|x|+|y|=1) 


13. Mostrar que os limites seguintes não existem: 


а Майо : 2x 
€) E- (y) € I| x = 2y - 3] 3) lim ED b) lim 
СаО БЫ. CHE n VETA 
8. Seja ©). mpi d) lim ХУ — 
Е ج‎ 0 2x y my 
А = {(х,у) EIR|0< Vg + y + 2y +1 <1}. 35) a 
т ©) lim 33». D lim € — 
Verificar se os pontos pr Ea RA 
a) (0,-0) 5 (0-1) © CL-D 


d) (1,1) e) (0,0) 5 G4 
são pontos de acumulação de A. 


9. Verificar seo conjunto A = {(х, y) € IR | x, y € N} 
tem ponto de acumulação. 


10. Identificar as afirmações verdadei 

a) PO, 0) é ponto de acumulação do conjunto 
A= (xy) EIR|y> x). 

b) Os pontos P(0, 4) e Q(2, 2) pertencem à fronteira 
do conjunto B = (х, y) € IR | y > 4 — x°} 

©) P(O, 0) é ponto de acumulação da bola aberta 
B((0, 0), r), qualquer que seja r > 0. 

d) O conjunto vazio é um conjunto aberto. 


€) Toda bola aberta é um conjunto aberto. 


f) 162 é um conjunto aberto, 


g) Todo ponto de acumulação de um conjunto A per- 
tence a esse conjunto. 


15. Verificar a existência dos limites das seguintes 
funções quando (x, у) tende ao ponto indicado: 


y*0 


h) O conjunto ((x, у) € IR" | x e y são racionais) 
não tem ponto de acumulação. a) f(x y) = 


Cariruto 3 Limite e continuidade ED 


x(y-1y 20. Calcular os ntes limites envolvendo indetermi- 
b) f(xy) а reed 
li — 3х2 - 4ху + 12x + 4y - 12 
3 a) lim Xy 38 — Алу + 12x + 4y — 12 
9 fa) = VeL ро,о) 2 ER UR 
хб +22 b) lim Vs -2y- Vx +2 
idi co Fd d-rtxVy-aVy 
Pay o lim VE*3-V3 a tim Vy 
e) f(x,y) = MOO) r$ xy E Vzy-1 
Provar a propriedade (b) da proposição 3.3.2. e) lim sena o im (1+ dE 
ПО ху+2х Fi 
Usando as propriedades, calcular os limites d en Л 
seguintes: p lim е1 
саға 
4 


21. Calcular os limites seguintes: 
a) lim (ee +1) b) limaV y 


re 


o 


3 lim (VE FI = Vi) 2 
7 
P 
А o p lim х2 + 3y 
am (2-9) 5 
cA a +) 


у+7 


f lim Zt 


Pi D+ 
IE " xy-1 E 1 
h) lim h i 
Calcular os seguintes limites de funções compostas: ) (im, [zz] i Кг 
a) lim (л? + y? 10) 
£É ER X 
N 
А D озу 
b) lim e7 c) lim sen(x + у) 
pi PE E 
Deer 
d) lim (+) 
n x-ytl 
pe 


Calcular os seguintes limites usando a proposição 


у? - уі укх+у+2?—22 
(x- 09( +2) 


—2х+2 


DI 


1 1 


9) lim (xy — y) sen 
er 


p im 


ra 


22. 


23. 


24. 


Verificar se as funções dadas são contínuas nos pon- 
tos indicados: 
seni, ужо 
3 fa) = » + P(0,0) 
0, y=0 
ر‎ 
b f(y) = ED 
2®+ х= ty 
23-32 
9 Л) = oor РЧ?) 
qase 
E a UI уе (y), (0,0) 
"m 
E ; (1,9) = (0,0) 


em P(0,0) 


© foy) = f 
em P(0,0) 


(х,у) * (0,0) 
(х,у) = (0,0) 


(x. y) + (0,0) 
(х,у) = (0,0) 


(x. y) * (0,0) 
(x, y) = (0,0) 


h) f(x,y) = 2х?у + xy — 4, PC, 2) 


2+ ر‎ -1 
E POLI 60000) 


i 


Escrever o conjunto em que a função dada é contínua: 
3) f(5y) = xy = y - ارا‎ 
x-2 

У Л) = у уж2)(у+1) 

+» 
o rannat) 
4) f(x,y) = ety 
Calcular o valor de a para que a função dada seja con- 


ínua em (0, 0): 


Е Ш лбу 0,0) 
a fü) = sen a 653) * (0,0) 
[3 (х,у) = (0,0) 


25. 


27. 


28. 
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xy 010) 
2 (uy + (0, 
t) fiy) = Vy 1-1 CR 
a-4, (xy) = (0,0) 


Esboçar a região de continuidade das seguintes. 
funções: 


3 Fas) = (rey E 


sem y 
T 


b) (уг) = (e 


1 


9 fya) (E 


Determinar os limites s 


a) 
» sen 2. cosx yz) 
5 Yê nz) 


Analisar a continuidade das seguintes funções 
vetoriais: 


3) (у) = Qs 


b) g(x yz) = | 
(x, y sen y, 0), 


©) iG y) = (x Iny, yinx) 
=e] + dqnxzj + 2R 
5 v ) 

زل 


ES 3 > + 3 
D FO) = rg ended = x+y + 
ü 


4) р(х, 


© qty 


o ü(xyz)T (G3 yy 2,22 н). 


Neste capítulo apresentaremos as derivadas parciais e o conceito 
de diferenciabilidade de funções de várias variáveis. Introduziremos 
brevemente a noção de vetor gradiente, que será visto mais deta- 
lhadamente no Capitulo 6. 

A seguir introduziremos o conceito de diferencial, a regra da ca: 
deia, alguns casos de derivação implicita e as derivadas parciais 
sucessivas para a função de várias variáveis, 


Finalmente, apresentaremos as derivadas parciais para as funções 
vetoriais. 


Derivadas Parciais 


ideremos os seguintes enunciados: 

Dados o parabolóide z = 16 — x? — у? e o plano у = 2, cuja visualização no primeiro octante é obtida рог 

meio da Figura 4.1, vamos denotar por C a curva resultante da intersecção dessas superfícies, isto é, 
Ciz=12-x), y=2 


Dado um ponto P dessa curva, por exemplo, P (1, 2, 11), como vamos calcular 
à curva Cem P? 


inação da reta tangente 


Figura 4.1 


иии 
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2°) Na Figura 42 temos as curvas de nível da temperatura T = T (1, h), medida em graus, onde 1 € o tempo, 
medido em horas, e Л a altitude, medida em metros, de uma dada região. 


a) Como vai variar a temperatura em relação ao tempo no instante to, em um ponto de altitude h = hg? 
b) Como vai variar a temperatura em relação à altitude para h = hq, no tempo t = to? 


H 
1000 
>T 
0 10 SS 
—1000 
-2000 


Figura 4.2 


Analisando o 1º e 2º enunciado, observa-se que estamos diante de funções de duas variáveis e de situações que nos 
fazem lembrar à interpretação geométrica da derivada de função de uma variável e de taxa de variação, respectivamente. 

A idéia a ser usada para funções de duas ou mais variáveis é fazer uma análise considerando que apenas uma va- 
riável se modifica, enquanto todas as outras são mantidas fixas. Esse procedimento vai nos levar à definição de uma 
derivada para cada uma das variáveis independentes. Essas derivadas, ditas parciais, vão nos possibilitar obter respostas 
para as questões do 1º e do 2º enunciado. 


4.1.1 Definição 
Sejam АСЕ? > IR 
z=f(,3) 
uma função de duas variáveis e (xo, у) € A. Fixado y = у. podemos considerar a função g(x) = f (x, yp). A deriva- 


da de g no ponto x = ху, denominada derivada parcial de fem relação a x no ponto (xo, y), denotada por (хм). 


é definida рог 


se o limite existir. 
Analogamente, definimos a derivada parcial de f em relação a y no ponto (х„ o) por 


о) 


Ay, (1) e (2) podem ser reescritas, respectivamente, por 


— 


fy) =l- è- e y=2 

pela equação 

g(x) = 12 > x = f (x,2). 

Portanto, estamos diante de uma função em x, e a inclinação da reta tangente à curva C no ponto (1, 2) é dada por 
ou (1,2). 

Temos 


3f 2) - ga EDU 
E 8. ZSE 
E lim RAE AR 
E TL 
1 


ETT 


Aeey 
E x-1 
= lim —(х+ 1) 


Еа. 1 + 10e hy = 100 metros, podemos escrever a função 
g (1) = T(1, 100) -5 Piso 


А resposta à questão (a) é encontrada analisando-se a taxa de variação da função g (1) em relação a r, no instante 


to 
Para fo = 12 horas, temos 


T(4,100) — T(12, 100) 
—R 


10 
49-29 ,19 +" 
2 ن 


1-0 


aT 
эт (12,100) = 


Capíruto 4 Derivadas parciais e funções diferencivcis Om. 


=ч Cálculo В — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíncas e de superficie. 


н; 
“a TA 
NET 
Eun mre 
Ше 2) 
= O gravfhora. 


Analogamente, obtemos a resposta para a questão (b). Considerando h, = 100 e fọ = 12, temos 


(12,109 m 12.4) = T(12, 100) 


Ao Tr 1% 

1 

L 100 — 
тоб (100 = 1) 
"o А100 
к=. 

sme 100 


1 
= = jog um. 


4.1.3 Definição 
Sejm — /:АС IR 
г = f(x) 

" Я èf P 
uma função de duas variáveis e B C A o conjunto formado por todos os pontos (x, y) tais que 2^. (x, y) existe, 
Definimos a função derivada parcial de 1º ordem de f em relação а x como a função que a cada (х, y) € B associa o 

à) 
número s dado por 


m (Quy) = Jim. ТҮҮЧҮ 

س ت م E ONO Y‏ م مم که 
Analogamente, definimos a função derivada parcial de 1° ordem de f em relação a y, como‏ 
ك 7 au Q Y) = Tim TG‏ 


RT TE © 


Observamos que outras notações costumam ser usadas para as derivadas parciais de 1º ordem. 


[2] 


à 
A derivada. ра (х, y) também é representada por 


D, f (x, у); Dy f (х,у); А Gy) 


notações 


af Ў j: 
ay! Pf Gs yy: DufGo у): fy Gy) 


também representam E (x,y). 


CapiruLo 4. Derivadas parciais e funções diferenciáveis a 


Na prática, podemos obter as derivadas parciais mais facilmente, usando as regras de derivação das funções de uma 
їч. Nesse caso, para calcular 27 mantemos y constante e, para calcular, x é mantido constante. Os exemplos 


seguem ilustram esse procedimento. 


1.4 Exemplos 


plo 1: Encontrar as derivadas parciais de 1® ordem das seguintes funções: 
a) f(x,y) = 2x!y + 3xy! — 4x 
b (ху) = Ух + у 2 
€) z= sen 2x + y) 
de (a): Mantendo y constante podemos usar as regras de derivação para as funções de uma variável. Temos 


LE, y were 
эх” 4 + رو‎ = 
Analogamente, mantendo x constante, obtemos, 
à 
2 ae буу. 
ду 
de (д): Раг a função g (x, у), temos 
URS ھا وو رج‎ RN м 
eism ТУЛА; arise) 


x 


2 2 .3 
(2 ر e‏ رو 


de (9: Nesse exemplo, temos 


35 = oos (оху) ee) 
= 2 cos (2x + y). 

E L cos (2r + y) * È Qr y) 

ду рУ 


= cos (2x + y). 


2xy f 
plo 2: Seja f(x, y) = (3€ + 5) УА). 
0 se (х,у) = (0,0) 


9) 9) 
Caleuar SÉ e E 
ão: Nos pontos (x, у) # (0,0) podemos aplicar as regras de derivação. Temos 
of _ (3х2 + 5у2) - 2y = 2xy (6x) 
ox (3х2 + 5у?)? 
_ &xy + 10% - و124‎ 
— Ссс 


Ha‏ س 
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—6у + 10у? 
= (зу? + Syy 
af _ (3x? + Sy!) - 2x — 2xy (10y) 
avo G+ spy 
ух? + 10у?х — 20ху? 
С (322 + 5у2)2 


Para calcular as derivadas parciais de f па origem, vamos usar а definição 4.1.1. 
Temos 


2L (оо) = ig (ED 10.0 


x 


Portanto, temos que 


=6x?y + 10у? = 10xy? 
#- fe usn de DRO. af (3х1 + sy 86 (00) * (00) 
° se (х,у) = (0,0) 3» s do se (x,y) = (0,0). 


Exemplo 3: Verificar se a função z = In (xy) + x + y satisfaz a equação 


Temos que 
Ут 
Эх ху 
ни, 
х 
ERES MI 
ду Ху 
atri 
y 
Logo, 
Эл Bato zs fi e vo fit 
22-35 2s (Er) (а) 
=1+х-1-у 
= اور چ‎ 


Portanto, a equação dada é satisfeita. 
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1.5 Interpretação geométrica das derivadas parciais de uma função de 
duas variáveis 


No Exemplo 1 da Subseção 4.1.2 discutimos o 1º enunciado, que levantava a questão do cálculo da inclinação da 
tangente a uma curva C em um ponto P. Vamos, agora, obter a interpretação geométrica das derivadas parciais. 
“Vamos supor que 


f:ACIR>IR 
=f) 


derivadas parciais em (xy, y») € А. 
Para y = y temos que f (x, yo) é uma função de 
variável cujo gráfico é uma curva C,, resultante da 
da superfície z = f (х,у) com o plano 
so (ver Figura 4.3). 

A inclinação ou coeficiente angular da reta tangente. 

C, no ponto Р = (xy, yo) é dada por 


linação da reta 
a intersecção de 


à curva Cy, resultante 
f (х,у) com o plano x = Xo, é 


С 


(Ver Figura 4.4) Figura 4.3 


Figura 44 
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4.1.6 Exemplos 


Exemplo 1: Seja z = 6 — x^ — y. Encontrar a inclinação da reta tangente à curva С, resultante da intersecção de 
z= f (x, y) com x = 2, no ponto (2, 1, 1). 


y^. A sua inclinação, no ponto 


Solução: No plano x = 2, a equação da curva C; é dada por g (y) = f (2, y) 
(2, 1, 1), é dada por 


D 
ав M an. 


3f (2,1) = -2, temos 


‚Жей 
Como о = ~2 e 
g8 = -2 


A Figura 4.5 ilustra esse exemplo. 


Figura 4.5 
Exemplo Seja z = 2x? + Sy!x — 12x. Encontrar a inclinação da reta tangente à curva C,, resultante da inter- 
secção de (x, y) com y = 1, no ponto (2, 1, =6) 


Solução: No plano y = 1 a equação da curva C; é dada рог 
8 (x) = f(x, 1) 


e sua inclinação no ponto (2, 1, —6) é 


af 
tga= (2,1). 


Temos 


3501) 24.2«5-T-0 
ax 


Portanto, tg a = 
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1.7 Derivadas parciais de funções com mais de duas variáveis 


Podemos generalizar o conceito de derivadas parciais de 1º ordem para funções com mais de duas variáveis. 
Dada 
f:ACIR' SR 
f = f (Xi Xa <... Xn) 
obter n derivadas parciais de 1º ordem: 
fe fs dag Ê 


dx аху `` Ox, 


iplo 1: Calcular as derivadas parciais de 1º ordem da função 
f (х,у, tw) = xyz- In (x? +2 + м7). 
Essa é uma função de cinco variáveis. Portanto, temos cinco derivadas parciais de 1º ordem: 
CAE into MEO NEUM 
ax’ ay’ az’ Or Tow 
Para calcular ра vamos usar as regras de derivação, considerando y, z, £ е w como constantes. Temos, então, 


af 


Па бан аас) 
alin G Pw) + 1а ) +2 +w) эх 029 


= E) 


Ca CERGE 


GE 
=з + экш (+ + Pe!) 


xyz 
rrr 


+ уга (È+ P + w). 


De maneira análoga, obtemos: 


fes Ce pu 
apo Gee) o) 


= xz. ln (x? + È + Ww), 
E A su 
эр = apelo (HR) 201) 
= xy In (x? + Ê +7), 
af 


Кре cbe ees n 
a ave эрй. Ge + yl 
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4.2 Diferenciabilidade 


Nesta seção, vamos estender o conceito de diferenciabilidade de funções de uma variável para as funções de duas 
variáveis, 

Sabemos que o gráfico de uma função derivável de uma variável constitui uma curva que não possui pontos angu- 
losos, isto é, uma curva suave, Em cada ponto do gráfico temos uma reta tangente única. 

Similarmente, queremos caracterizar uma função diferenciável de duas variáveis, f(x, y), pela suavidade de seu 
gráfico. Em cada ponto (xy, Ji, f (xo. J) ) do gráfico de f, deverá existir um único plano tangente, que represente uma 
"boa aproximação” de f perto de (хо, у). 

Para entendermos o que significa uma “boa aproximação” para a função f репо de (xo, 3h), vamos trabalhar ini- 
cialmente com uma função derivável f : IR — IR. Sabemos que, se f é derivável no ponto xp, sua derivada f” (x) é dada 


a 


Podemos reescrever a equação (1) como 


tim 1 - fon 9) o 
ou 
EX [7] 
A expressão (2) nos diz que a função 


у= f (20) + /'(х)(х — x), 


que é a reta tangente ao gráfico de f no ponto (xo, f (хо) ). € uma “boa aproximação” de f perto de хо. Em outras palavras, 
quando x se aproxima de xo, a diferença entre f (x) e y se aproxima de zero de uma forma mais rápida. 
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Figura 4.6 ilustra essa situação. 


Figura 4.6 


сото a derivada de uma função de uma variável está ligada à reta tangente ao gráfico da função, as derivadas 
estão relacionadas com o plano tangente ao gráfico de uma função de duas variáveis, No entanto, nesse último 
fazer uma análise bem mais cuidadosa, pois somente a existência das derivadas parciais não garante que 
um plano tangente, como veremos mais adiante. Por enquanto, vamos raciocinar mais intuitivamente, dispen- 
um pouco o formalismo, 


vimos na Subseção 4.1.5, a derivada parcial x (Xo, у) éo coeficiente angular da reta tangente à curva de inter- 
(до plano y = y, com a superfície z = f (x, y), no ponto (xo, у). Da mesma forma, a (хо, 0) € o coeficiente 
da reta tangente à curva de intersecção do plano x = x com a superfície z = f (x, y), no ponto (xy, уу) (ver 
43644) 


dntuitivamente, percebemos que essas retas tangentes devem estar contidas no plano tangente à superfície, se esse 
existir (ver Figura 4.7). 


Figura 4.7. 
Assim, se o plano tangente a z = f (x, у), no ponto (xo у f (xo, Jo) ), fosse dado pela equação 


ILL o 


Р — p "| 
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teríamos que: 
a) sua inclinação na direção do eixo dos x seria 


b) sua inclinação па direção do eixo dos y seria 


€) o ponto (Xo, Ji, f (xo. Yo) ) satisfaria a equação (3), ou seja, 


CEEE 


Substituindo (4) e (5) em (3), obteríamos 


(y) = celta + э (хо ا‎ с. 


Substituindo (6) em (7), teríamos. 


San) = 2E Cromo E б» + е 
3 


= Лол) о (o MO ә ro U)X 
Finalmente, substituindo (8) em (7), obterfamos 


(1,3) = fig ж). + oo (хо, эх лја (хь, D эш 


ө) 


Assim, na situação em que existir o plano tangente ao gráfico de z = f (x, y) no ponto (Xo, уу, f (Xo: 3)), 
plano será dado pela equação (9). 

Podemos, agora, introduzir o conceito de função diferenciável. De uma maneira informal, dizemos que f (x, y). 
diferenciável em (xo, у) se o plano dado pela equação (9) nos fornece uma "bon aproximação” para f (x, y) perto 
(Xo, у). Ou seja, quando (x, y) se aproxima de (xo, yo), a diferença entre f(x, y) e z = h (x, y) se aproxima 
rapidamente de zero. Temos a seguinte definição: 


4.2.1 Definição 


ð 
Dizemos que a função f (x, y) 6 diferencidvel no ponto (xo, o) se as derivadas parciais 27 (хо у) e ZÉ (xo, 
existem e se ax ay 


di - ox 07 


|(х, у) = Go) 
representa a distância de (x, y) a (ху, у), que é dada por V/(x — xy)? + (y = X. 
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Dizemos que f é diferenciável em um conjunto A C D (f), se f for diferenciável em todos os pontos de A. 
É importante ressaltarmos os seguintes pontos sobre a definição 4.2.1: 


Para provar que uma função é diferenciável em (xo, уу) usando a definição, devemos mostrar que as derivadas. 
parciais existem em (Xp, уу) e, além disso, que o limite da equação (10) é zero. 

Se uma das derivadas parciais nào existe no ponto (Xp, y). f não é diferenciável nesse ponto. 

Se o limite dado na equação (10) for diferente de zero ou não existir, f não será diferenciável no ponto (ҳо, Yo) 
mesmo se existirem as derivadas parciais nesse ponto. 


É importante, ainda, observar que nem sempre é fácil usar a definição para mostrar que uma função é dife- 

Mais adiante, na Subseção 4.2.4, veremos um critério que nos permite concluir que muitas funções, que apare- 

frequentemente na prática, são diferenciáveis. Antes disso, no entanto, vamos ver que toda função diferenciável é 
e apresentar alguns exemplos envolvendo a definição 4.2.1. 


Proposição 
f(x, y) € diferenciável no ponto (хо, x), então fé contínua nesse ponto. 
Devemos mostrar que 
tim f(x, y) = f) 


Como f é diferenciável em (xo, у), temos que 


f(xy) 7 f 9) x (хо ух — xo] = E (x, Jy = v] 
lim _ x ду zá 
(x = xy + (y = м)? К 


Como lim V(x — xo)” + (у — X)? = 0, usando a propriedade 3.3.2(с), podemos escrever 


FL („уу = x] 


NG 7 + (у – ж) 


f(xy) — (xo dy) — L cansa = ag — 


Мх = х)? + (у 


lim [r6 = 160000) - 2 ampla «d 7 оер = wi] =® 


ra 


lim (х — xo) = Oe lim (y — y) = 0, usando as propriedades 3.3.2(b)  3.3.2(a), concluímos que 


lim [f(x,y) = f (xo x)] = 0 


lim f(x, y) = f (žo 9)- 


rh 


Exemplos 


plo 1: Usando a definição 4.2.1, provar que a função f (x, y) = x + y? é diferenciável em IR. 


A função dada possui derivadas parciais em todos os pontos (хо. xj) € IR? que são dadas por 


n 


| (ШИШ? cód runções de vi 


integrais múltiplas, integrais curvlíncas e de superficie. 


9) 8j 
9 бя) 728 е Gs) =2ж 


Assim, para mostrarmos que f é diferenciável em IR, resta verificar que para qualquer (хо, yọ) € IR, o limite 
equação (10) é zero. Se chamamos de L esse limite, temos 


L=lim X +y [xà + yê + 2xo[x— x]*2»[D — x] 


Px Vx = xy + (у-%)* 


2x xo + xb 2y» + 
М(х = xo)? + (у= №) 


б х) + ) = а)? 


(х,у) * (0,0) 


b) f(xy) = 
(x, y) = (0,0) 
2p 
9 f(x) = Uma O09 Q0 
0, (х,у) = (0,0) 


Solução de (а): Vamos verificar se a função dada, f (x, у) = Vá? + y^, tem derivadas parciais na origem. Us 


definição 4.1.1, vamos verificar se o limite lim fem nem im se existe, 


Para analisar se esse limite existe, vamos trabalhar com os limites laterais. Temos 


va 


e lim 
Ox 


E 


х а z 
Portanto, o limite não existe e, dessa forma, concluímos que x (0, 0) não existe. 
Logo, f nào é diferenciável na origem. А 


Solução de (b): А função dada nesse exemplo é 


су (x, y) * (0,0) 
0, (х,у) * (0,0) 


f(xy) = 


De acordo com a proposição 4.2.2, se f não é contínua no ponto (xo, у), f não será diferenciável nesse 
Vamos, então, verificar se a função dada é contínua em (0, 0), ou seja, se 


lim f(x,y) = 700.0). 


EE) 


Temos que lim. 


E dr 
vex ty 


é indeterminado. 


$4 
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Fazendo x tender a zero pelo eixo dos x, obtemos 


Portanto, não existe lim f (x, y) e, assim, f nào é contínua em (0, 0). 
59 

Logo, f não é diferenciável na origem. 

de(c) Vamos, inicialmente, verificar que a função dada tem derivadas parciais na origem. Temos 


ar 1.0) = (0.0) 
o 


ax (0.0) = 3 0 


Vamos, agora, verificar se o limite dado na equação (10) é zero. Temos que 


ү» - [re + E qo one = o + 2 о> = o] 
163) ODI 
EU [0 +0 (x — 0) + 2(y — 0)] 
E apro DE ST ay ed 
2y -2y G? + y) 
A; 22+ ГА 
Very 
жыл. 
NUM 
Portanto, devemos verificar se existe 
ыш _—2©» 
He 


Fazendo (x, y) — (0, 0) pelo eixo dos x, temos 


i EET 0 
яз (у + уу! кч gn 
2 


Fazendo (х, y) — (0,0) pelos pontos da semi-reta у = x, x > 0, temos 
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шагу dm 
irem 


Logo, o limite dado na equação (10) nio existe e, portanto, f nào é diferenciável na origem. 
exemplo ilustra o fato de que a existência das derivadas parciais não é condição suficiente para que uma 
seja diferenciável. Temos a seguinte proposição: 


4.2.4 Proposição (Uma condição suficiente para diferenciabilidade) 


Seja (ху, yp) um ponto do domínio da função f (x, y). Se f (x, y) possui derivadas parciais Ea 87 
unto alberto A que contém (хо, X) e se essas derivadas parciais são contínuas em (xy. у), então f é diferencióvl 
(xo )- 
| Ü ? uis S, 3f 
k rova: Сото por hipótese as derivadas parciais 2 -(xo, y) е 7 (хо Ju) existem, de acordo com a definição 4, 
3 devemos mostrar que Ж ду 
id > =o. an 


| Como o conjunto A é aberto е (xy, ¥) € A, existe uma bola aberta B = B((xo, у), г) que está contida em. 
Tomamos (x, y) € B. 


Temos 
ES = £083) О) JG) — G9). аз) 


Vamos supor inicialmente que y permanece fixo. Então a função f pode ser vista сото uma função de x e sua deri 
da parcial em relação a x pode ser vista como a derivada de uma função de uma variável. 
Como f tem derivadas parciais em todos os pontos da bola aberta В, usando o teorema do valor médio (ver Cl 


A, 6º edição, Subseção 5.5.2), concluímos que existe um ponto X entre x, e x tal que 


Donato rem 
(r 202) zai mola — EM a3) 


Da mesma forma, podemos dizer que existe um ponto у entre yy e y tal que 


(14) 


Usando (13) e (14) podemos reescrever (12) como 


DS na pn IESE ren 
JG.) — A) Go SIX — x] + (хь Di ge (15) 


Portanto, o quociente do limite dado na equação (12) pode ser escrito como 


ac Gl = x + ор = md = эр мй = м] = эу» br = wl 


(х=) + 7 


[Zo - ce i = sa [£c 23) = Zoo] xà 
+ : 
(x- zi + (o -»* Ve- my *o-»* 


“Agora, usando as propriedades de limite, vamos mostrar que o limite dado na expressão (11) é zero. 
Temos que 


im [31 af R 
im [LoL oum)=0 ° im [L-A] 


Portanto, usando as propriedades 3.3.6 e 3.3.2(4), concluímos que o limite dado pela expressão (11) é zero. 
Logo, f € diferenciável no ponto (Xo, у 
_ А proposição 4.2.4 é muito útil para verificarmos que muitas das funções mais usadas no Cálculo são diferenciáveis, 
€ ilustrado nos exemplos que seguem. 


5 Exemplos 


plo 1: Verificar que as funções a seguir são diferenciáveis em IR? 
B fyrir 

B) f(x y) = 3xy! + 4x?y + 2xy 

©) f(x,y) = зеп(ху?) 


de (а): A função f(x, y) = x? + у? tem derivadas parciais em todos os pontos (x, у) € IR, que são dadas 


af 


Эх тыгай 


“Como essas derivadas parciais são contínuas em IR?, concluímos que f é diferenciável em IR, 


de (b): A função dada 


= Злу? + 40у + 2лу 


função polinomial que possuí derivadas parciais em todos os pontos de 18°. 

“Аз suas derivadas parciais também são funções polinomiais e, portanto, são contínuas em IR? 

Logo, f é diferenciável em IR. 

Observamos que o raciocínio usado nesse exemplo pode ser generalizado para qualquer função polinomial. 
тоз, então, que as funções polinomiais são diferenciáveis em IR, 
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Solução de (c): A função 
f(x,y) = sen (xy?) 

tem derivadas parciais em todos os pontos de IR", gue são dadas рог 
af 


af 
را‎ 2 af. 2 
gees) е ор = 2хусоз (ay?) 


Como essas derivadas são contínuas em IR?, f é diferenciável em IR. 

Exemplo 2: Verificar que as funções dadas são diferenciáveis em todos os pontos de IR", exceto na origem: 
у /(ху)= 
D f(ny*Vxty 


Solução de (a): Em todos ох pontos (x, y) € IR, (x, у) + (0,0), a função 


x 
fX) Tu 
tem derivadas parciais, que são dadas por 
(E = em Aee Bj 05у 


а ану ү € Gy 
Como essas derivadas são funções racionais cujo denominador se anula apenas na origem, elas são contínuas 
R -((0,0)). 
Logo, f (x, у) é diferenciável em todos os pontos de IR", exceto па origem. 
Solução de (b): А função dada 


fm yt 


tem derivadas parciais em todos os pontos (x, у) € IR, (x, y) + (0,0). Suas derivadas parciais são dadas por 


fe diz tow Dis ay 


ау VR Cap VET 


Essas derivadas parciais são contínuas em todos os pontos de IR?, exceto na origem. 
Logo, f € diferenciável em IR? — {(0, 0)}. 


4.3 Plano Tangente e Vetor Gradiente 


Na Seção 4.2 vimos que, quando existir, o plano tangente ao gráfico de uma função f(x, у) será dado pela eq 
(9). No entanto, nem sempre o plano dado por essa equação existe e, mesmo se existir, poderá não ser tangente ao 
fico de f. Podemos visualizar isso, analisando os gráficos das figuras 4.8, 4.9 e 4.10. 

Na Figura 4.8, temos o gráfico da função f(x, у) = x^ + y^. Esse gráfico representa uma superfície “suave”, 
possui plano tangente em todos os seus pontos. No Exemplo 1 da Subseção 4.2.3, vimos que essa função é diferenci 


vel em todos os pontos de IR". 


y 
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Figura 4.8 


Na Figura 4.9, temos o gráfico da função f(x, y) = Ул? + y", que apresenta um ponto anguloso na sua origem, 
admitindo plano tangente nesse ponto. No Exemplo 2(а) da Subseção 4.2.3, vimos que essa função não tem derivadas. 
Sais em (0, 0), não sendo diferenciável nesse ponto, Nesse exemplo, o plano dado pela expressão (9) não existe, 


m F 
+ 
y 
Я 
Figura 4.9 
А Figura 4.10 mostra o gráfico da função 
2» 


ЖЕШ EET (х,у) * (0,0) 
9, (х,у) = (0,0) 


Figura 4.10. 
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Nesse exemplo, no ponto (0, 0, 0), o plano da equação (9) existe, mas não é tangente ao gráfico de f. No Exemplo. 
2(c) da Subseção 4.2.3, vimos que essa função admite derivadas parciais, mas não é diferenciável na origem. 
Temos a seguinte defini 


4.3.1 Definição 
Seja f : IR? — IR diferenciável no ponto (xo, Xj). Chamamos plano tangente ao gráfico de f no ponto 
(хо, уь, f (Xo, 9) ) ао plano dado pela equação 


q 


4.3.2 Exemplos 
Determinar, se existir, o plano tangente ao gráfico das funções dadas nos pontos indicados. 
а) amy P,(0,0,0); P,(1,1,2) 


b z= V% +y} Р(0,0,0): P(1,1, V3) 


Solução de (а): А função z = х? + у? é diferenciável em todos os pontos de 18°. Suas derivadas parciais são dadas por 


Substituindo P, (0, 0, 0) na equação (1), obtemos 


0:6-0)*2-0-(—-0 ou z-0 


que é a equação do plano tangente ao gráfico da função dada no ponto Fj. A Figura 4.11 ilustra esse exemplo. 


Figura 4.11 


Substituindo o ponto P;(1, 1, 2) na equação (1). obtemos 
2 


70—10) oq 2х+2у-2 


«-1)+2 
que é a equação do plano tangente no ponto P. 


Solução de (b): А função dada não tem derivadas parciais em (0, 0) (ver Exemplo 2 da Subseção 4.2.3). Portanto, não 
€ diferenciável nesse ponto e seu gráfico nào admite plano tangente em P, (0, 0,0). 


Caeiruo 4 Derivadas parciais e funções diferenciáveis a 


Fora da origem, a função dada é diferenciável. Suas derivadas parciais são dadas por 
aa 

de loga yan. 

ах 20r *») ^x 


Б. 1056 ә: y 
Улу ° эу Væ. 


Substituindo P.(1, 1, УЗ) na equação (1), obtemos a equação do plano tangente, que é dada рог 


-1) ou 2x + y- УЗ: = 0. 


2 1 
NG c (x1) 0 

v3 Уз 
Observamos que, usando о produto escalar de dois vetores, a equação do plano tangente pode ser reescrita como 


z= fo) = (У Go 30 É (б ») tQ = Xoy = №). 


à а 
O vetor G (хо. ж). A (х м), formado pelas derivadas parciais de 1º ordem de f, tem propriedades interes- 
е aparece frequentemente em um curso de Cálculo. Vamos explorá-lo detalhadamente no Capítulo 6, mas é inte- 


introduzi-lo neste momento. Temos a seguinte definição: 


3 Definição 


Seja z = f(x, y) uma função que admite derivadas parciais de 1º ordem no ponto (xy. уь). O gradiente de f no 
(Xo, Xb), denotado рог 


grad f(x X) ou Vf(xo X). 


vetor cujas componentes são as derivadas parciais de 1º ordem de f nesse ponto. 
Ou seja, 


af UR ) 

grad f (xo. yo) (2 (хз), ay (хо, %) |. 

Geometricamente, interpretamos V f (хо, у) como um vetor aplicado no ponto (Xp, Yo). isto é, trasladado paralela- 
da origem para o ponto (Xo, yo). 

Se estamos trabalhando com um ponto genérico (x, у), usualmente representamos o vetor gradiente por 


Analogamente, definimos o vetor gradiente de funções de mais de duas variáveis. Por exemplo, para uma função de 
variáveis w = f(x, y, 2), temos 


Exemplos 

plo 1: Determinar o vetor gradiente das funções: 
хаел 

iy‏ + ر5 


b) w= xyz. 


a) 


jo de (a): Temos 


EU 


a= Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Solução de (b): Temos 
Vw = (уг, xz, 2xyz). 


Exemplo 2: Determinar o vetor gradiente da função f(x, y) = х? + 29º no ponto (1,3). 
Temos 
Vf = (2x9): Vf(L3)- (2,3). 


Exemplo 3: Determinar o vetor gradiente da função g(x, y) = У — y! em Py(0,0). 
Temos 


ve- (Aa e уула. c2 dae уул: C2) 


SO Ene che ۷‏ ات 
E ss)‏ 
No ponto (0, 0), temos Vg(0,0) = (0,0), ou seja, o vetor gradiente se anula no ponto (0, 0).‏ 
Observando o gráfico da função dada na Figura 4.12, vemos que essa função apresenta um valor máximo na ori‏ 


Figura 4.12 


No Capítulo 5, veremos que os extremos relativos de uma função diferenciável f (x, y) estão em pontos 
vf =0. 
Uma das mais importantes propriedades do gradiente de f(x, y) é que ele é perpendicular às curvas de nível de f. 
A seguir, enunciaremos essa propriedade e daremos exemplos. Na Seção 4.7, faremos sua demonstração, como uma apli- 
cação da derivação implícita. 


4.3.5 Proposição 

Seja f (x, y) uma função tal que, pelo ponto P;(Xy, у), passa uma curva de nível C, de f. Se grad f (o, у) nào. 
for nulo, então ele é perpendicular à curva C, em (xo, у), isto €, ele é perpendicular à reta tangente à curva C, no 
ponto (хо, уу). 


A Figura 4.13 ilustra geometricamente esse resultado. 
É importante observar que o vetor gradiente está situado no plano xy; que é o domínio de definição da função dada. 


Além disso, ele está aplicado no ponto (хо, Jp), ou seja, ele foi trasladado paralelamente da origem para esse ponto. 


Figura 4.13 


Exemplos 


iplo 1: Verificar a proposição 4.3.5 para a função f(x, y) = x^ — y, no ponto P(2, 4). 
J: Pelo ponto P, passa a curva de nível Co, da função f(x, y), dada por 
Qf(ny)-0 ou x-y-0 
у= х2. 
Para verificarmos que Vf (2, 4) é perpendicular à reta 1, tangente à curva Су em (2, 4), devemos lembrar que: 


No plano ху, um vetor (tj, из) é perpendicular a uma reta т, se 
1 kı" ka = =1 
f, É o coeficiente angular da reta te k = = é o coeficiente angular do vetor (и, 12)". 


] 
Da interpretação geométrica da derivada de funções de uma variável, temos que, no ponto (2, 4), o coeficiente angu- 
reta tangente à curva Cy é dado por 


kı -yQ)-4 
outro lado, temos que 
Vf = (2x, -1) 


VFR, 4) = (4,51). 


Assim, o coeficiente angular de Vf (2, 4) é dado por 
ES 


[3 


Temos, então, 


ЖҮР 


о gradiente de f (x, y) no ponto (2, 4) é perpen- 
à curva de nível de f, nesse ponto. 
A Figura 4.14 ilustra esse exemplo. 


Figura 4.14 
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= Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Encontrar a equação da reta perpendicular à curva x? + у? = 4, no ponto P(1, V3). 


Exemplo 


Solução: A curva dada é uma curva de nível da função f(x, y) = x? + y^ e passa no ponto P(1, V3). Assim, o. 
Vf é perpendicular à curva dada nesse ponto. 
Temos 
Vf = (2x,2y): Vf (1, V3) = (2,243). 
A inclinação da reta t, perpendicular à curva dada no ponto P, coincide com o coeficiente angular, kz, do 


Vf (1, V3). Temos 


AEN 


2 


Conhecendo a inclinação da reta procurada e sabendo que ela passa no ponto P, podemos escrever sua equação, 
é dada por 


V3=V3(x-1) ou y= Vx. 


A Figura 4.15 ilustra esse exemplo. 


Figura 4.15 


A proposição 4.3.5 pode ser generalizada para funções de trés ou mais variáveis. Para funções de trés vari 
temos o seguinte enunciado: 

Seja f (x, у, 2) uma função tal que, por um ponto P do espaço, passa uma superfície de nível 5 de f. Se grad f 
não-nulo em P, então grad f é normal a $ em P. 

Essa propriedade do vetor gradiente é facilmente demonstrada no contexto do Cálculo Vetorial e pode ser 
trada na Seção 4.4, Capítulo 4, do livro “Cálculo C — Funções Vetoriais, Integrais Curvilíneas, Integrais de Supe 
de nossa autoria. 


4.4 Diferencial 


A diferencial de uma função de uma variável, у = f(x), é aproximadamente igual ao acréscimo Ay da уап 
dependente y. De forma análoga, a diferencial de uma função de duas variáveis, z = f (x, y), é uma função ou 
formação linear que melhor aproxima o acréscimo Az da variável dependente г. 

Nas seções 4.2 e 4.3 discutimos que o plano tangente à superfície z = f (x, y), no ponto (xo, у), quando existe, 
o plano que “melhor aproxima” a superfície perto do ponto (xo, 3h). 

Temos a seguinte definição: 


ЕЈ 
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1 Definição 
Seja z = f (x, y) uma função diferenciável no ponto (хо, y). A diferencial de fem (xo, yọ) é definida pela função 
formação lincar 
T:R > IR 


20) = a Grot ارک‎ („у 9 a 


д, 9) 
T(h.k) = E (хо ул + > Qo X). 
h-x-xekey-» 
Observamos que: 


=» Comparando a equação (1) com a equação do plano tangente à superfície z = f(x, y) (equação (1), Seção 4.3), 
podemos ver que a transformação linear 7 nos dá uma aproximação do acréscimo Az, sofrido por f quando pas- 
samos de (xy, Jp) para (x, y), ou seja, 


Az = f(x, у) = f (Xo yo) 


ca 


à) 9) 
9 Gl а] SE б жу = nl 
* É comum dizer que 
д) 9, 
(хо [x = xo] + M (хо [у — ж] 
é a diferencial de fem (xo, Jp) relativa aos acréscimos Ax e A y, onde 
Ax-x-x*« e Ay-y-» 


* Em uma notação clássica, definimos a diferencial das variáveis independentes x е у como os acréscimos Ax e Ay, 
respectivamente, isto é, 
ах = Ах 
dy = Ау. 


Nesse contexto, a diferencial de fem (x, y), relativa aos acréscimos Ах e Ay, é indicada por dz ou df, onde 
dz = m > yr "m z m Q 


А expressão (2) também é denominada diferencial total de f (x, у). 


* Toda transformação linear de IR" — IR pode ser identificada por uma matriz 1 Х п em relação à base canóni- 
ca de IR”. No caso da transformação linear definida em (1), temos a matriz 1 X 2: 


“Os elementos dessa matriz são as componentes do vetor gradiente e, em alguns contextos, ela aparece com a deno- 
de derivada da função f no ponto (xy, 0). 


QE Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


4.4.2 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular a diferencial de f(x, y) = x + Уху no ponto (1, 1). 


Solução: Usando (1) temos 


TG-1y-0-Zapi-g«Yagp-n 
Como 
T PT) BE Ж 
2Vxy ду 2Vxy 


podemos reescrever T como 


ro -15-0-(i* 27 


Usando a notação clássica, temos 


i-e 


аал) = За + ay, 


Exemplo 2: Dada a função y - ху 
a) Determinar uma boa aproximação para o acréscimo da variável dependente quando (х, y) passa de (1, 1) 
(1,001; 1,02). 
b) Calcular Az quando as variáveis independentes sofrem a variação dada em (a). 


Solução de (a): Usando (1), temos 


erii - J+ - 
dem (1D [001 - 1] + TE (10102 — 1] 


= (2-1 = 1) 0001 + (2+ 1 — 1) 002 0021. 
Solução de (b): Рага a função dada z = x? + у? — xy podemos escrever 
Аг = f (1001; 1.02) — f (1, 1) = 0,021381. 


Observamos, diante dos resultados obtidos em (a) e (b), que o erro decorrente da aproximação nesse exemplo é: 
(0,000381. 


Exemplo 3: Dada a função z = xy — x^, mostrar que o erro obtido quando usamos dz como Az tende para 
quando Ax > 0 ¢ Ay — 0. 
Usando a notação clássica, podemos escrever 


RR) dcr i 
di dz dy 


ILLE ® 


O acréscimo Az é calculado como 
z= f(x + Ах,у + Ay) — f(x,y) 
= (x + Ax)(y + Ay) — (x + Ax)! - (xy — 22) 


ЖЕЗ. АЕ. ES) а 
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De (3) e (4) podemos escrever 
Az — dz = Ax: Ay ¬ (Ах)? 
Portanto, o erro é dado por R(Ax, Ay) = Ax * Ay — (Ax)'e 
Jim, R(Ax Ay) = 0. 
aro 
emplo 4: Calcular a diferencial das seguintes funções: 
a) z=sen'xy 
Bb) z=In(x+y) 
ção de (a): Temos 
zu 
de= 4 + dy 
= 2(sen xy) (cos xy)y dx + 2(sen xy) (cosy) x dy 
= 2 sen xy cosxy (y dx + x dy). 


ção de (b): Para z = In (x + yº), temos 


acie d Чад дү 
Эх x+y зу ату 
Logo, 
irel 2y 
а труб + yd 


Diferencial de uma função de três variáveis 


А definição 4.4.1 pode ser estendida para funções de três ou mais variáveis. Por exemplo, para o caso de três va- 
5s, podemos dizer que a diferencial de w = f (x, y, 2) em (xo X» zo) é definida pela função ou transformação 


тәк 


ус» e ا اند لا( ادات ر الوت کات ادو‎ SN HE EN 
Na notação clássica, temos que a diferencial de f é dada por 


© 


Exemplos 


emplo 1: Calcular a diferencial da função f(x, у, z) = x^yz + 2x — 2y no ponto (1, 23) 


Para aplicar (5), necessitamos das derivadas parciais de 1º ordem de f. Temos 


af 
A. xp 
a 295 


= Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


af 
ду 
lia 
эг 


De Et] + (1,2, 1)0 - 2+ A) E - 3] 


-46-70-30-22(:- 2). 


Usando a notação clássica, temos 


1 3 
“(ьъ; ах - > dy +2®. 
Exemplo 2: Calcular a diferencial total de 

а) w= + ر‎ + 
b) 1X2 7 Хоху X 


Solução de (a): Usando (6), temos 
dw. 


2х + уге) dx + (2y + xze™)dy  xye' dz. 


Solução de (b): Nesse caso, temos uma função de quatro variáveis xy, xy xy € Xa- 
Podemos escrever 
д: д: 
= E in + E dg + E do, + E gy, 
om Эх, ox dx, 
= ndy + (xj — x)dx, + (xa — x)dxy + хуйху. 


dz 


4.4.5 Aplicacóes da diferencial 


são usadas para o cálculo de valores aproximados. Os exemplos que seguem mostram algumas sit 


As diferenci 
ções específicas. 


Exemplo 1: Dadas as figuras 4.16 e 4.17, calcular um valor aproximado para a variação da área quando os lados 
modificados de: 


a) 4cm e 2 em para 4,01 cm e 2,001 cm, respectivamente, no caso do retângulo. 
b) 2em para 2,01 cm, 1 cm para 0,5 cm, no caso do triângulo retângulo. 


Solução de (a): No caso de um retângulo de dimensões x e у, podemos escrever a função de duas variáveis que 


a área, 
Temos 
А = ху. 
2em 
de Бы 
аст 2em 
і Figura 4.16 Figura 4.17 


200 STGB EE AEE 
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Para calcular um valor aproximado para a variação da área quando as dimensões são modificadas, vamos usar dife- 
jal. Temos 

дА 
аА = ах 1 ay = ydx + x dy 


Para x = 4eme Ax = 401 — 4 = 001 cm 
2cme Ay = 2001 — 2 = 0,001 cm 


dA = 2.001 + 4+ 0,001 = 0024 em, 


Portanto, quando x varia de 4 em para 4,01 cm e y varia de 2 cm para 2,001 cm, a área do retângulo sofre um acrésci- 
de aproximadamente 0,024 cm?. 


jo de (b): A área de um triângulo retângulo com catetos x e y pode ser escrita como 


De maneira análoga ao item (a), temos 


4A = Zax + jo. 


2 
_ Assim, quando x varia de 2 cm para 2,01 em e y varia de 1 em para 0,5 cm, a área do triângulo retângulo sofre uma 


que pode ser calculada de forma aproximada por. 


аА = 1.001 +56 0,495. 


2 


O sinal negativo no resultado indica que а área sofre um decréscimo de 0,495 ст? aproximadamente. 


iplo 2: Vamos considerar uma caixa, com tampa, de forma cilíndrica, com dimensões: rai 


do material usado em sua confecção é de R$ 0,81 por cm”. 
Se as dimensões sofrerem um acréscimo de 10% no raio e 2% na altura, pergunta-se: 


a) Qual o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa? 
b) Qual o valor exato do acréscimo no custo da caixa? 


o: A Figura 4.18 mostra a caixa e a sua planificação. 


Т 


Figura 4.18 


Podemos escrever а função custo como 
C(r,h) = 081(2 r + 27 r°) 
27 r h representa a área lateral da caixa, e vrr^, a área da base ou tampa. 


Tm Cálculo В – Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Quando o raio da base sofre um acréscimo de 10%, passa de 2 cm para 2,2 cm. 
Quando a altura sofre um acréscimo de 2%, passa de 5 cm para 5,1 cm, 
Vamos usar diferencial para encontrar o valor aproximado do acréscimo do custo. Temos 


dC = 0,8U(2mh + 4rr)dr + 081 * 2mrdh, 


22-2 
‚81(2т. 


Portanto, o valor aproximado do acréscimo no custo da caixa quando as dimensões são modificadas é de RS 10,8 
ou um acréscimo de 14,28%. 
Para saber o valor exato do acréscimo no custo da caixa, temos de calcular 


АС = C(22:54) = C(2,5) = 1047 


02е Ah = 51-5 
+ 4т 2) + 0,2 + 081 + 2m + 2 + 0,1 = 10,17. 


0,1, temos 


Assim, o valor exato é de R$ 10,47, ou um acréscimo de 14,7%. 
Observamos, assim, que o erro do cálculo aproximado foi de 0,42%. 


Exemplo 3: Suponha que necessitamos encontrar um valor para a expressão 
(1.001) 
e nio dispomos de ferramentas de cálculo (calculadora ou computador). Como podemos proceder? 


Solução: Diante da expressão (1,001)™?, podemos usar diferencial para encontrar um valor aproximado. 
A expressão é do tipo х? e, assim, podemos escrever a função 
f(xy) = x. 


Queremos encontrar f(x + Ax, y + Ay) = (x + Ax)”*®, onde x = 1, y = 3, Ax = 0,001 e Ay = 0,02. 
Sabemos que 


df=Af ou df = (х + Ax)? — y. 


C o 


Como df = y x^! dx + хах dy, substituindo em (7) temos que 
(1,001)? = 1 + 0,00; 


1,003. 


4.5 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 5, calcular as derivadas parciais de 1º Usando a definição 4.1.1, mostrar que f(x, y) = 


ordem usando a definição: 11 В 
x5 у? tem derivadas parciais na origem, valendo 


Er ec A (0,0) =0 e 200) =0. 
ui a у 
2. f(x,y) ex + y -10 7. Usando a definição, determinar, se existirem 
3. 2=2x+5y-3, 
af af 
0,2) e 200,2) 
4. z= Уху. acea SN 


1 
5. f(x, y) = 2y + Зу. ey sen, x 40 
sendo f(x,y) = a 


0, x-0. 
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Nos exercícios 8 a 27, calcular as derivadas parciais de 30, Verificar se a função z = x^y? satisfaz a equação 
18 ordem. 


8. f(x. y) =e, 
Э. f(x, y) = xcos(y = x). 


TO. f(x, y) = xy! + ху + xy. 


TI. f(x, у) = уа (è + y). 32. Uma placa de aço plana tem a forma de um círculo de 
raio a, como mostra a Figura 4.19. A temperatura em 
um ponto qualquer da chapa é proporcional ao 
quadrado da distância desse ponto ao centro da chapa, 
“com uma constante de proporcionalidade k > 0. 


5. g(x, y) = arctg Y. 
IG. 2 = (x + y)e >. 


zy 
xx2y" 4 
eer 1 
2xy + sen xy. 
In (x + у) Sx. Figura 4.19 
KEFFA a) Se uma particula localizada no pono (2,0) se 
vã deslocar para a direita sobre o eixo dos x, sofrerá 
RE aumento ou diminuição de temperatura? 
фы) = wt -L b) Qual a taxa de variação da temperatura em rela- 
fu, v) = uv — In (uv). ção à variável y, no ponto (& oy 


33. A função T(x, y) = 60 — 2x? — Зу? representa а 
temperatura em qualquer ponto de uma chapa. 
Encontrar a razão de variação da temperatura em 
relação à distância percorrida ao longo da placa na 
direção dos eixos positivos x e y, no ponto (1, 2). 

se (x, y) + (0,0) Considerar a temperatura medida em graus e 

апсід em cm. 


E 


se (х,у) = (0,0) Lem 
34. Encontrar a inclinação da reta tangente à curva resul- 


tante da intersecção de z = f(x, y) com o plano 
х = x, no ponto Р(х, у, zo). 


E a) z= 5х - 2y; P(3, 21,17) 


ey 


se (x, y) * (0.0) 


Seja f(x, y) = 


0 se (х,у) = (0.0) b) z= VE + y - EPQ,-1,1) 
Calcular. 35. Seja z = 33! — 2y? — Sx + 2y + 3. Encontrar а 
? af a inclinação da reta tangente à curva resultante da inter- 
40,2) = 30,2) + 5,0.2) - 31.0). secção dez = f(x. y) com y = 2noponto(1,2, —3). 


x ша _ 


36. Dada a superfície z = Vx? + y?, determinar a reta dy 
tangente às curvas de intersecção da superfície com: y + aey + 2y 
a) o plano x = 2 Y ^x 


b) o plano y = V5 


a(x, y) * (0,0): 
(x, y) = (0,03 


no ponto P(2, V 5,3). B GOES (х,у) * (0,0) 
37. Seja гу, уу = МЭ Т зе а? + у <1 Ор 
сар 0 y 50. Identifique a região de IR? onde as funções dadas) 
3) Esboçar o gráfico de f diferenciáveis: 
b) Calcular, se existirem; S (o), S qo) e 0 7» 
af ах ay á 
0,0) DE: 
: 2 
Nos exercícios 38 a 47, calcular as derivadas parciais de е) z= sen > 
1º ordem. VE +) 
38. w= ху + xy! + xe EIDE 
; 8) f(x. y) = (э? + ут) senfa? + y) 
39. w= 7 In (х2 + h) f(x, y) = arctg 2xy 
: ч 1 
40. f(x yz) = » »:6-7 028 
41. f(x, y 2) = 25. lega 
f(x yz) = 2xy DOE Tipse A A 
42. f(x,y,z) = x sen yz + y sen xz. sex 
p: D fiy) = n 900 
44. (х,у) = (0,0) 
ds: 51. Dada a função 
[2х +у-3. зех=1ошу= 1 
4%. 160) = 3, зех#1су*1 
af 
Е Е a) Calcular 2 (1,1). 
47. f Qs Xs, ху хь х;) = MARC ME E ax 
48. Usando a definição, verificar que as funções dadas b) Calcular z (1,1). 


são diferenciáveis em IR^: 


a) f(xy) 228 - y c) fé diferenciável em (1, 1)? 
b) f(x,y) = 2xy 52. Determinar, se existir, o plano tangente ao gráfico das. 


funções dadas, nos pontos indicados: 
49, Verificar se as funções dadas são diferenciáveis na E 


origem: 3) f(xy) - Vi- 
114 
(> 2 2 
b) f(x, y) = xy; P(0,0,0) e Pi(1,1,1) 


e z- V(x : P(1,1,0) e 
(0,0) P(1,2,1) 


©) fiy) xy d) z = 2x — Зу?; P(0,0,0) e (1,1, 1) 


Ы Л) = Sorge 


+= 
(x 


É Very 
f z-xe'"* P(LI,f(1,1))e 

90,0. /(1,0)). 
Determinar o vetor gradiente das funções dadas nos 
Bios indicados: 


а) 2 = x۷ + у; P(1,1) 


b) г=з?у+3ху + y% P(0,3) 

©) z= sen(3x + y); P(0, 7/2) 

d) z = V4 =x? = y P(0,0) 

e) z= x? + y? - 3; P(0,0) 

f z= ху – sen(x + y); Р(т/2,0) 

B) f(u v, w) = if * V — и? + uvw; P(0, 1,0) 
h) z= (x? + у?) sen (x? + у?); P(0,0) 

3 f(x) = (x  20n (x 21); P(e, 1) 


DO f(x) = хул, = xix 
P(2,2,1,3). 


Determinar o vetor gradiente das seguintes funções: 


› 
ERES b) 2=2V7 


y 
€) w-2xly'z 
e) f(u vw) 
0 fix yz) 


Encontrar a equação da reta perpendicular à curva 


z= cos(xy) +4 


y= L nos pontos РУ(1, 1) ez(a 


Determinar o plano que contém os pontos (1, 1, 0) e 
12, 1, 4) e que seja tangente ao gráfico de f (x, y) = 
Y y. 
l. Dada a função f(x, y) = x? + xy = y, calcular 
a) df b) Af 
Mostrar que Af = df + R(Ax, Ду) e que 
Jim R(x, Ay) =0. 


ка] 


Calcular df (1,1) e Af (1, 1) da função 
x + y — ху? considerando Ax 
1. Comparar os resultados obtidos. 


01е 


exercícios 59 а 62 calcular а diferer 
nos pontos indicados: 


f(x, y) = e'cosy; P(1, 7/4). 
z= ln ( + y); P(L 1). 


das funções 
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61. w= хе + у; P(1,2,0). 
62. w = VF + y + г Р(2,1,2). 


Nos exercícios 63 a 69, calcular a diferencial das funções 
dadas; 


63, 2=seni(r + у). 
[PE 
65. f(u, vw) = if + Inv = и, 
66. f(x,y,z) = e 


67. f(x, xa, 13) = 


68. f(x у, 2) 


70. Determinar o erro decorrente de tomarmos a diferen- 
cial dz como uma aproximação do acréscimo Az, 
para as seguintes situações: 

а) z= x + y’ (x, у) passando de (1, 2) para 
(1,01; 2,01). 

b) z = Мх? + y^; (x, y) passando de (1, 2) para 
(101; 2,01). 

€) z = xy; (x, y) passando de (2, 4) para (2,1; 4,2). 


uà aeg? 
arg? = aeg. 
spes 


71. A energia consumida em um resistor elétrico é dada 
por P = K wanns, Se V = 120 volts e R = 12 ohms, 
calcular um valor aproximado para a variação de 
energia quando V decresce de 0,001 volt e R aumen- 
ta de 0,02 ohm. 


72. Um terreno tem a forma retangular, Estima-se que 
seus lados medem 1.200 т е 1.800 m, com erro má- 
ximo de 10 m e 15 m, respectivamente. Determinar o 
possível erro no cálculo da área do terreno. 


73. Usando diferencial, obter o aumento aproximado do 
volume de um cilindro circular reto, quando o raio 
da base varia de 3 cm para 3,1 cm e a altura varia de 
21 cm até 21,5 cm. 


74. Um material está sendo escoado de um recipiente, 
formando uma pilha cônica. Em um dado instante, o 
raio da base é de 12 cm e a altura é 8 cm. Usando 
diferencial, obter uma aproximação da variação do 
volume, se o raio da base varia para 12,5 cm e a altura 
para 7,8 cm. Comparar o resultado obtido com a va- 
riação exata do volume. 


75. Considerar um retângulo com lados a = 5 cm e 
= 2 em. Como vai variar, aproximadamente, а 
diagonal desse retângulo se o lado a aumentar 
0,002 cm e o lado b diminuir 0,1 cm? 
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76. Encontrar um valor aproximado para as seguintes d) V/(399) + (4,01)? + (1,99)? 
E Ea e) 102% 
1,0199 7 
AUG ERU 9 Van Q9). 


b) (01995)* + (2,001) 


c) VBF + (401) 


4.6 Regra da Cadeia 


No estudo de funções de uma variável usamos a regra da cadeia para calcular a derivada de uma função co 
Vamos, agora, usar a regra da cadeia para o caso de funções de várias variáveis. 
Inicialmente, vamos trabalhar com dois casos específicos de composição. 


4.6.1 Casos especificos de função composta 


Caso I: Seja 


uma função de duas variáveis e sejam g ¢ g funções de uma mesma variável: 


пә е дәи 


t—xc—ix() у= уу, 
Podemos considerar uma função g de IR em IR? que associa a cada valor de r o vetor (x(1), y(r)). Isto €, 
ако 
t> (x(t), у(0)), 
Podemos, também, considerar a função composta 
fog: IR > IR 
tz = z(t) 
onde z(t) = (fog) (1) = f (x(t), (0). 
A Figura 4.20 nos dá uma visualização dessa composição. 
R g IR? f R 
tog 
Figura 4.20 
Por exemplo, para ر2 = ۾‎ + +y 
à 
y=1+1 


temos que 
(fog)() = f(x(),»()) ou z(t) =2P(t + 1) + (D + (0+ 1)2 = + 2F +38 € 26 1. 
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ll: Sejam f. g; e g funções de duas variáveis: 

{к?к g:R>R LRR 

(u.v) >z = z(u,v) (ey) >u = u(x, y) (Gy) >v = (х,у). 
Podemos considerar uma função g tal que 


РЕ 
(x,y) > (u,v) 
Podemos, também, considerar a função composta 

fog: IR? — IR? 
(y) += (х,у) 


z(x,y) = (fog)(x, y) = /(и(х, y), у(х, y). 
Essa composição pode ser visualizada na Figura 4.21. 


g R f R 
fog 
Figura 4.21 
Por exemplo, para 
2 = 2 + 
u=2+y 
v=2x 


que 
(х,у) = z(u(x.y).v(x.y)) ou z(x,y) = 2(7 + y)2xy + (22 + yy 
Vamos agora discutir como encontrar as derivadas de funções compostas dos casos Le IL. 


Proposição (regra da cadeia – caso |) 

Sejam A e B conjuntos abertos em IR" e IR, respectivamente, e sejam z = f(x, y) uma função que tem derivadas 
За de 1º ordem contínuas em A, x = x(t) e y = y(t) funções diferenciáveis em В tais que, para todo £ € B, temos 
). y(t)) EA. 

Seja a função composta 


h(t) = 700), у0)), Є B. 
Então, essa função composta é diferenciável para todo £ € Be SE é dada por 


——— ду йш ыда, a 
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Observamos que a expressão (1) pode ser reescrita como um produto escalar de dois vetores, isto é, 
dh 


dt 


Vf Gc. y) * 800). onde f(D = (' (0). y (). 


Prova: Seja fg € B. Usando a definição de derivada de função de uma variável, podemos escrever 


dh h(t) = hüs) 
РИ IER 


һа) = h(t) 
t 


O quociente 
o 


pode ser reescrito como 


һа) = h(t) _ FOW. y0) = f (x(t), y(10)) 


ПЕ t-t 


inima aaa tk iai Áo tat 0) 
No teorema do valor médio, do cálculo de funções de uma variável, temos que: 
Se g : (a, b] — IR é contínua em [a, b] e diferenciável em (a, b), então existe um ponto c entre a e b tal que 
&(b) — g(a) = g'(c)(b = a). 


Assim, aplicando esse teorema para f como uma função somente de x, podemos escrever que existe X entre 
xo = x(t) ex = x(t) tal que 


Тоз) оез) ر‎ o 


Quando consideramos f como uma função de y, podemos escrever que existe y entre y, = (to) e y = y(t) tal 


@ 


в) 


Quando £— f temos que X— хо e J > у. Além disso, as derivadas parciais de f são contínuas 
(Xo. ¥) = (x(t), у(%)) € A. Assim, aplicando o limite quando £ — tọ na expressão (5), obtemos 


пр А0) im |27 соо) | O =x), 


Ph t= 


+ lim E ey) | ТОО) 


на t-t 


ou, 


dh 
dt 


A SEEN 
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Portanto, para todo Є В , temos 


Exemplos 

lo 1: Verificar a fórmula (1) da regra da cadeia рага 

fG.y)-xytx 
хи) =r +1 
уй) =1 +4 


Para verificar a fórmula (1), isto é, 
dh af ds , àf dy 
di dx dt ûy dt 
encontrar inicialmente a função composta л. Temos 


h()-f(-1:*4) ou h(E) = (r1) + 4) + (¢ + 1)? 222 +7 +5. 


Assim, 


dh d 
а 


a CENAS) 
(6 


Por outro lado, temos que 


0) 


Substituindo x = £ + 1e y = t + 4 em (7), temos 


o V O L4 ГҮ T 


ECCE E تمم تددم مهد نم‎ в) 


Comparando (6) e (8), verificamos a validade da fórmula (1), para esse exemplo. 


plo 2: Dada f(x,y) = xy + Inxy^ x(t) = i y(t) = 1, encontrar a derivada É com һа) = f (x(t). y(). 


Usando a regra da cadeia, temos 


dh af , Of dy 
а axr dt ду dt 


DE 2 
MEM 
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4.6.4 Proposição (regra da cadeia - caso 11) 


Sejam A e B conjuntos abertos em IR? e sejam z = f (u, v) uma função que tem derivadas parciais de 1º 
contínuas em А, u = u(x, y) e v = v(x, y) funções diferenciáveis em В tais que para todo (x,y) € B 
(u(x, y), v(x, у) € A. 

Seja a função composta 


h(x, y) = f (u(x, y), v(x, у)), (х,у) € B. 
Então, a função composta A(x, y) é diferenciável para todo (x, y) € B, valendo: 


E ө 


а с — (10) 


au 


Aet 


Essa proposição é uma consegiência da proposição 4.6.2, pois quando tomamos x ou y constante para calcular 
derivadas parciais, estamos considerando u(x, y) е v(x, y) funções de uma variável. 


4.6.5 Exemplos 
Exemplo 1: Verificar as fórmulas (9) e (10), para 


fuv) = -у+4 
ux y)= x+y 
v(x y) = y - 1. 


Solução: Vamos inicialmente encontrar a função composta A(x, y). 
Temos 


h(x, y) = f(x + y» xy - 1) 
ou по, у) = (x + y)? - Gy - 1) +4 


=! + ye 2xy = ly + 5 
Assim, as derivadas parciais de A são: 


(12) 
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Por outro lado, temos que 


Br. аи mm 
au 2 pe ES 


af 
av 


эу 
Substituindo esses últimos resultados em (9) e (10), temos 


ар du (af de 


paes 
ССИ Зх АД Орзу 


-3u- 2xy 
=2(х + у) – 2ху 

DCN 14) 
-22x4y)-x 

a5 


“Comparando (12) com (14) e (13) com (15), verificamos as fórmulas (9) e (10), respectivamente, para o exemplo 


“Observamos que, ао usar а notação de (9) e (10), devemos tomar alguns cuidados para não visualizar erroneamente 
af ди 


. Por exemplo, o símbolo. x não pode ser visto como uma simplificação de lr + 2, 


о 2: Dada f(x,y) = ху - 2 + y? 


3 as 3f 
as derivadas parciais = e Sg- 
Usando a regra da cadeia (proposição 4.6.4), temos 
ELS Vamp ду ду, 
ar Әх дг ду дг 


= (2xy — 2x) * соѕ0 + (x? + 2y) - sen û 


ap of эх af зу 
00 ox 30 ду д6 


= (2xy = 2x) + (—rsen6) + (x! + 2y) * r cos 0. 
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4.6.6 Generalização da regra da cadeia 
A regra da cadeia pode ser generalizada. Os exemplos que seguem mostram a sistemática usada. 
Exemplo 1: Dada a função w = x^ + у? + z? e sabendo que 
x = reos O sen y 
у = r sen ð sen y 
z= rcosy 
calcular as derivadas parciais de 1º ordem da função w em relação a r, 0 e y. 
Solução: A regra da cadeia para esse caso pode ser escrita como 
aw _ ôw dx дю ду дь дг 
fio AO а а 
ar ar ^ ay or 
e QUE Ei 
a 80 ду að 
Sia midia dio, NA 
ду dx ду ду дү дг дү 


ou, em forma matricial, 


4 03 
3 z 
02 
ay 
эг 
ду. 
Portanto, para о exemplo dado, temos 
om | ax быы mb uu 
аг ар Gy. 129 2 2| |senoseny rcosøseny rsendcosy 
cosy 0 =rseny 
e 
созӣ sen y + 2y sen O sen y + 2z cos у 
= 2r cos! Bsen^y + 2r sen^ sen? y + 2rcos' y = 2r 
ow 
эө“ T2 sen 0 sen y + 2yr cos 0 sen y 
= —2r'cosó sen 0 sen? y  2r^ sen 0 cos Û sen?y = 0 
dw 
gy 7 007 cos 0 cos у + 2zr sen 0сову — 2er sen y 
= 2r! cos 6 cos? y + 2r sen 8cos^y — 2r? cos y sen у. 
ЕЕ An А dz дг дг 
Exemplo 2: Seja z = f(r + 52 — t, rst), onde f (x, у) é uma função diferenciável. Encontrar =, = е ^ 
A : ar às a 
termos das derivadas parciais de f. 
Solução: Temos 
| fURUR 


(ey) + 


MEER pdt son ra ei nt, 


(х,у) 
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x-x(nst)-r 
у= y(r, s.t) = rst. 
Assim, 
= f(xir. s.t) s 0), 
“Aplicando a regra da cadeia, temos 
д: “ 


mof Es d و‎ 
aem ag ole SD на5 


slve cesi cien 


200 
а 


Xa; «C» inge. 


Observamos que, mas expressões obtidas, as derivadas рада. 27 e 27 devem ser calculadas no ponto 


DB) (°+-‹›). Mi a 


Derivação Implicita 


No estudo das funções de uma variável, vimos que uma função y = f(x) é definida implicitamente pela equação 


CIT o 


substituirmos y por f (x) em (1), essa equação se transforma em uma identidade. (Ver Cálculo A, Seção 4.18.) 
Analogamente, dizemos que uma função z = f (x, y) é definida implicitamente pela equação 


TET о 


substituirmos 2 por f (x, y) em (2), essa equação se reduz a uma identidade. 
Por exempk Vx + у? é definida implicitamente pela equação x^ + у? — z^ 
Uma outra situação em que podemos ter funções definidas implicitamente ocorre quando temos duas equações 


Por exemplo, o sistema 


E- 
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pode definir implicitamente duas funções de uma variável y = y(x) e z = z(x). 


| Já o sistema 
| йыга, 
| e 


pode, por exemplo, definir implicitamente duas funções de duas variáveis x = x(u, v), y = y(u, v). 
Nessas e em outras situações podemos ter, em alguns casos, a garantia de que uma função está definida implici 
mente, mas não conseguimos explicitá-la. É conveniente, então, obtermos um procedimento para encontrar as deriv: 
de funções dadas na forma implícita. 
A seguir, vamos explorar as quatro situações apresentadas, utilizando a regra da cadeia para encontrar as deri 
| correspondentes, sem explicitar as funções envolvidas. O procedimento adotado pode ser estendido para situações 
| gerais. 


| 4.7.1 Derivada de uma função implícita y = f(x) definida pela equação F(x, y) = 
Suponhamos que a função y = f (x) seja definida implicitamente pela equação 


TED o 


Admitindo que f е F são funções diferenciáveis е que no ponto (x, f (x)) temos E * 0, podemos obter a 


aner- 


da 2, derivando (5) em relação a x, com o auxílio da regra da cadeia. Temos 
ЭЕ de aE 
ax ` dx 
ar 
Ае 
ax 


д " м © 


ou 


4.7.2 Exemplos 


Exemplo 1: Sabendo que a função diferenciável y = f(x) € definida implicitamente pela equação x? + у? = Ё 
determinar sua derivada 27 
de 
Solução: А função dada é definida implicitamente pela equação F (x, у) = 0, onde 
| Е(х,у) = x'* y -1. 


8i aF 
Como 2Ё = 2x e Ê = 2y, usando (б), temos 
эх ay 
a» 


dr 2y y. 


»*0 


Como nesse exemplo podemos explicitar y = f (x), é interessante compararmos esse resultado com o obtido pela: 
derivação usual de uma função de uma variável. Para a função 


=м-2, 
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dy 1 


Ба-а)? (cm 


Analogamente, para a função 


CEE 
dx Уу-у 


plo 2: Seja f(x, y) uma função que possuí derivadas parciais contínuas em um conjunto aberto U C IR. 
lo que as derivadas parciais de f sejam diferentes de zero em (xo, yo) € U, provar a proposição 4.3.5. 


Suponhamos que f (x, y) seja uma função tal que, pelo ponto (x, yp), passe uma curva de nível C, de f. 
O coeficiente angular da reta tangente à curva С, no ponto (xp, xy) é dado por К, = у'(х), onde а função 
y(x) é definida implicitamente pela equação 


foy) = 


“Assim, usando (6), temos que 


àj 
ра (хо 9) 


kı 


af 3 

ay CW) 

Por outro lado, conforme vimos no Exemplo 1 da Subseção 4.3.6, o coeficiente angular do vetor Vf (xo, ¥) é 
por 


Temos, então, 
How iow) 

—1 e, dessa forma, no ponto (хо, уу) o gradiente de f (x, y) é perpendicular à curva de nível de f. 
.3 Derivadas parciais de uma função implícita z = f (x, y) definida pela 


equação F(x, y, z) = 0. 
Suponhamos que a função z = f (x, y) seja dada implicitamente pela equação 


TEED o 


aF 
Adnitindo que f e F são funções diferencifveis е que no ponto (x, y, f (x, y)) temos = # 0, usando a regra da 


3 з д: дг 
podemos obter as derivadas parciais 7, e^. 
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Derivando (7) em relação a x, vem 


ôF dx àF dy | ӘЕ д 
dx dx ду dx дг 


ou ainda 


4.7.4 Exemplo 
Sabendo que a funç 


diferenciável z = f(x, y) é definida pela equação 
ryty ++ 2= 5 


oz 
ay 


9: 
determinar 2 
ax 


Solução: “Temos que z = f (x, y) é definida pela equação Р(х, y, z) = 0, onde 


Р(х,у.) = xy +y +? +4-5. 


x +3 е E: = 37 + 1, usando (8) e (9), temos 


_ + 


3241 


4.7.5 Derivada das funções y = у(х) e z = z(x) definidas implicitamente por 


е »=0 
С(х,у,:=0 


Suponhamos que as funções diferenciáveis » 


= у(х) ez  z(x) sejam definidas implicitamente pelo sistema 


onde F e G são funções diferenciás 
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а; 
Para obter as derivadas di E vamos derivar (10) em relação a x. Usando a regra da cadeia, temos. 


d: 
аР dr OF dy BP dzo 
dx dx ду dx à dx 
3G dx 3G dy 0G dep 


puo Kir 
ax dx ay dx д: dx 


an) 


O sistema (11) é um sistema de equações lineares para as incógnitas a e Ea Assim, nos pontos em que o deter- 


Ix 
do sistema é diferente de zero, ele tem solução única. Sua solução pode ser obtida por meio da regra de Cramer. 


2) 


аз) 


(Os determinantes que aparecem em (12) е (13) são conhecidos como determinantes jacobianos ou somente jaco- 

Eles aparecem em diversas situações dentro de um curso de Cálculo. No Capítulo 7 eles serão usados quando 
s mudanças de variáveis em integrais duplas. 

De forma geral, se temos п funções de п variáveis, 


[ДЕ a 


Jo Gn. хь: 


Jon, хы. xn) 
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fis for 


(хь хъ, 


o determinante jacobiano de f fav 
pela expressão 


f, em relação a xi, X»... ху, que denotamos рог 


(14 


a: 


A 


(2,0) 
ETE E) +0. 


4.7.6 Exemplo 
Suponhamos que as funções diferenciáveis 
y=y(2) e x=2(2),2>0, 
sejam definidas implicitamente pelo sistema 


desde que 


mn 
x+y =2 
Determinar as derivadas. ee e Ea 
dx dx 
Solução: As funções dadas são definidas pelo sistema. 
e »2)=0 
G(x, J, 2) = 0 


onde F(x, y, 2) = x? + y? = 2 е G(x, yz) = x + yJ =2. 
Podemos obter suas derivadas por meio das expressões dadas em (15). Temos 
&(F,G) _ |2х —22 

902) |1 0 


=2, 


do E 


150 


AG) lá 2x 


(FG) lá E] ao 


aly, 2) 
Portanto, 


dz — 2y-2x 
Qr Iw 
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É interessante observar, nesse exemplo, que o sistema que define as funções y e z representa a intersecção do cone 
y! = £z > 0 com o plano x + y = 2. Assim, os pontos (x, у(х), z(x)) estão sobre a curva de intersecção 
superfícies (ver Figura 4.22). 


Figura 4.22 


Também é interessante observar que nem sempre um sistema da forma (3) define implicitamente y e z como 
de x. Quando as duas superfícies não se interceptam, tais funções claramente não existem. É o caso, por exem- 
do sistema 


P+yp+2=1 
2-2=0. 
na Figura 4.23. 


Figura 4.23 


.7 Derivada das funções x = x(u, v) e y = y(u, v) definidas implicitamente por 
ES шу) =0 
G(x, y, u, v) = 0 
Suponhamos que as funções diferenciáveis x = x(u, v) e y = y(u, v) sejam definidas implicitamente pelo sistema 


pe 
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onde F e G são funções diferenciáveis. 
| Como nas situações anteriores, podemos determinar as derivadas parciais de x e y em relação a ue v, сото 
da regra da cadeia. 
Mantendo v constante e derivando (16) em relação a и, obtemos 


| ar әк 
дх ди 
9G ax 
дх ди 
а 
Como?" 1 ә 0, vem. 


Utilizando a regra de Cramer para resolver o sistema, obtemos 


aF 
ay 
3G 


ав 
ди 


ах _ ду ду _ 

du” |әЕ ӘЕ ou 
дх ду 
| 9G аб 
ах ау 


desde que о determinante do denominador seja nào nulo. 
Usando a notação introduzida na subseção anterior para representar os jacobianos, vem. 


Es — a 
Erg سا ی‎ e و‎ 


AF.G) 


desde 
ОТОЙ 


+0. 


| Analogamente, mantendo u constante e derivando (16) em relação a v, obtemos 
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x-u+2=0 
y-2u-v0 


as funções diferenciáveis x = x(u, v) e y = y(u, v), determinar as derivadas parciais de x e y em relação a 


jo: Utilizando (17) e (18), temos 


Claramente nesse exemplo poderíamos calcular essas derivadas determinando as derivadas parciais das funções 


lícitas 
х=и-2» 
у= 20+» 
O exemplo apenas ilustra o procedimento proposto. 
plo 2: Dadas as funções x = x(u, v) e y = y(u, v) definidas implicitamente рог 
usi у! 
y = 2xy 


determinar: 
(a) As derivadas parciais de x e y em relação a ue v. 
(b) Um par de funções x = x(u, v) e y = y(u, v) que sejam definidas implicitamente pelo sistema dado. 


jo de (a): O sistema dado pode ser escrito como 


Em уць) =0 
G(x, y uv) =0 


[ees vsu- - ر‎ 


G(x, y,u, v) = v — 2xy 


“Assim, aplicando (17), vem 


ы 
Б 
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-2x 1 
ay уо vet quen y 
ðu |-2х-2у| -4y 2-27 
-2y -2x 
Analogamente, aplicando (18), obtemos 
Әх y 


Solução de (b): Adicionando as duas equações do sistema dado, temos 


utv= ey + 2xy 
E y) 


Subtraindo a segunda equação da primeira, obtemos 


u-v= E y -2xy 
(z =y). 


Supondo u + v = 0, u — v = Û, x + y = бе x — y = 0, podemos escrever 


x+y=Vutv 
х-у= Vu-v 


мета para x e y como funções de и e у, obtemos as funções 


5 менми] 


Resolvendo esse 


As funções obtidas são definidas implicitamente pelo sistema dado. Seu domínio de definição pode ser visuali 
na Figura 4:24, 


Figura 4.24 


Em todas as situações analisadas partimos da premissa de que funções diferenciáveis eram definidas implicitamente 
então, determinávamos as derivadas correspondentes. Nem sempre as expressões (1) a (4) definem funções na forms 
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ta. Nesse caso, se adotarmos os procedimentos descritos podemos encontrar resultados totalmente desprovidos de 
Isienificado. 


м а; 
Por exemplo, se calcularmos, conforme visto na Subseção 4.7.1, a derivada m de y(x) defini 
equação 
xy 
dy 
tramos > = —. 
Ey 
Esse resultado é falso, pois a equação dada não tem solução real, não definindo implicitamente qualquer função 


= у(х). 

É importante, portanto, saber quando as expressões (1) a (4) realmente definem funções na forma implíci 
O teorema da função implícita, considerado um dos principais teoremas da Análise Matemática, em suas várias for- 
assegura condições suficientes para que os procedimentos descritos nas seções anteriores sejam consistentes. 


7.9 Teorema da função implícita 


1: (F(x,y) 
E IR^. Seja (xo, Jo) € U tal que F (xo, Xy) = (xo, 30) # 0, então existem intervalos abertos Ге J com x € 1 


еја F(x, y) uma função com derivadas parciais contínuas em um conjunto aberto 


© J, tais que, para cada x € Z, existe um único y = f(x) € J, que satisfaz F (x, f (x)) = 0. A função 


ciável e, para qualquer x € Z, sua derivada pode ser obtida pela expressão (6). 


2: (F(x, у, т) = 0): Seja F(x, у, 2) uma função com derivadas parciais contínuas em um conjunto aberto 
IR Seja (хо, Yo zo) € U tal que F (xo, уь zo) = 0. Se o Jo zo) # 0, então existe uma bola aberta B, com 
em (xo, Jo) e um intervalo aberto J, com zo € J, tais que, para cada (x,y) € B, existe um único 


g(x, y) € J, que satisfaz F (x, y, g(x, y)) = 0. A função g(x, y), (x, y) € B é diferenciável е, para todo 


Jy) € B, suas derivadas parciais podem ser obtidas pelas expressões (8) e (9). 
A consistência dos procedimentos obtidos nas demais situações exploradas também pode ser garantida pelo teore- 
ids função implícita, em sua forma geral. 


Por exemplo, para a situação explorada na Subseção 4.7.5, além das hipóteses adequadas de diferenciabilidade e 
idade, devemos ter a garantia de que o determinante do denominador de (15) seja diferente de zero no ponto con- 


Para uma análise mais aprofundada das diversas situações e para a demonstração do teorema, o leitor interessado 
consultar um livro de Cálculo Avançado ou de Análise Matemática. 


Derivadas Parciais Sucessivas 


Se fé uma função de duas variáveis, então, em geral, suas derivadas parciais de 1º ordem são, também, funções de 
variáveis. Se as derivadas dessas funções existem, elas são chamadas derivadas parciais de 2º ordem de f. 
Para uma função z = f(x, y) temos quatro derivadas parciais de 2º ordem. A partir da derivada de fem relação a 


= obtemos as seguintes derivadas parciais de 2º ordem: 
ER (4) EN ыыы. Ж, ( T 
Әх Vx) ax dy Vox) дудх 
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f 


A partir da derivada e obtemos: 


$i, 


4.8.1 Exemplos 
Exemplo 1: Dada a função f (x, y) = xy + xy, determinar suas derivadas parciais de 2º ordem. 
Solução: As derivadas parciais de 1º ordem de f são: 


af 


Ei ag 
2, “е Lug! dy 
ор” Зу + day зу 


пу 
A partir de “obtemos 


j y db ака 7 
BE = È (Bry + zo) 


ax 
= бху + 2у% 
Li à 
e зу ӨХ + 
= Зл? Ry 
Ld 
A partir de ^, obtemos 
2) à 
n xè TE E деу) 
= 3x? + 8ху?, 
a 
E 8 (+ ty!) 
= 12у, 
г E Pp. 3j 
Exemplo 2: Dada a função f(x, у) = sen (2x + y), determinar (Trpo Cc 


Solução: Temos 
Era 2 (0) 
ayax ay (ах, 


= (eos Qe») 


= —2веп (2x + у); 
a. -iqn 
axay ах (у, 


а 
ax (cos (2x + у)) 


= —2sen (2x + y). 


Capituto 4 Derivadas parciais e funções diferenciáveis == 


Observando os resultados obtidos nos exemplos 1 e 2, vemos que, em ambos os casos, as derivadas parciais mistas. 


тоет, T DD CO IC GERA AO ECL e 


.2 Proposição (teorema de Schwartz) 

Seja z = f(x, y) uma função com derivadas parciais de 2º ordem contínuas em um conjunto aberto А C IR?. Então, 
ау 2d 
axay (xew) = gu б) 

todo (xo, X) € А. 


2. Seja В uma bola aberta de centro (Xo: J) e contida em A. Sejam h + Oe k # O tais que (Xo + h, y + k) € B, 
trabalhar com a função 


OIC 


Vamos considerar k fixo e definir a função 


р(х) = [(х„ c Ку — Oo»). 0) 


Temos, então, 
F(h, k) = р(х + h) — р(х) 


Além disso, p satisfaz as hipóteses do teorema do valor médio para funções de uma variável no intervalo 
xy + h). Existe, então, um ponto cj, entre xy e xy + Л, tal que 


р(% +h) = р(х) = p (eh 


portanto, 
F(h.k) = p'(ci)h. 


Calculando a derivada p'(c;) por meio da expressão (2), vem. 


Eh, Ку = دا‎ (еа K) د‎ (o) [f (3) 


D 
Vamos, agora, trabalhar com a função ра (с, у). Como f tem derivadas parciais de 2º ordem em A, temos que 


@/ (су) satisfaz as hipóteses de teorema do valor médio no intervalo [yy у + К]. Existe, assim, um ponto d, entre 


(cuya K) — э (сыз) = 22 (е. 4), [7] 
Substituindo (4) em (3), temos 


hk) = ر‎ (сыф) AK в 
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Vamos, agora, retornar à expressão (1) que define F (Ai, К). Considerando h fixo, definimos a função 


(6) 


Podemos escrever, então, 


F(h, К) = qo + К) = 4(%) 


Aplicando o teorema do valor médio à função q(y) no intervalo [yp уь + k], temos que existe dz, entre у, e у, + К, 
tal que. 


40% + K) = Qu) = q'(d:) k 
е, portanto, 
F(h, k) = q'(d)) k 
Calculando a derivada q' (d) por meio da expressão (6), obtemos 


F(hk) = |. Qr td) ооа) 0 


D 
Vamos, agora, aplicar o teorema do valor médio à função x (x, ds), no intervalo [xo, xo + А], Temos que existe 


cz entre xo e xo + Л, tal que 
(xo + hda) э ьа) = э ә (ea di) (8) 


Substituindo (8) em (7), vem 


РО) АСКАН, (9) 


Como h e k são diferentes de zero, das expressões (5) e (9) segue que 


onde c, e c, estão entre xo e xy + Лей, e dy estão entre yy e у, + h. 
Fazendo (Л, k) — (0, 0), temos que c; e с; tendem para xy e d; e d; tendem para yp. Como as derivadas parciais 
de 2º ordem de f são contínuas em (Xp, yy), concluímos que 


Es Er 
B Go») zm Go X). 


Assim como definimos as derivadas parciais de 2º ordem, podemos definir derivadas parciais de ordem mais айа. 
Por exemplo, 


supcr) * sus alelos) 
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O teorema de Schwartz pode ser generalizado para essas situações. De forma geral, podemos dizer que: “Se todas 
derivadas parciais em questão forem contínuas em um conjunto aberto A, então, para os pontos de À, a ordem da 
ão parcial pode ser mudada sem alterar o resultado”. 


8.3 Exemplos 
тріо 1: Dada a função f(x, y) = e: 
ар әу 
(9) Calcular е os 
5 Фл 2010 
(b) Verificar que 3ya = axay 
ао de (a): Temos 
Sf afa (25) Cia EM ЕЛ У) 
a ala ax, ay ду s ) 
ә (2 oae = O ү ын 
© cu ») э “o (oe ») 
+ = (gene 
= E aen E 
= رتم‎ = 7 
йо de (b): Temos 
of afafaf öf A) 
ayax 20 ахду? 2r ) 
à 
Mem) e nien) 
+ = 2 (дех 
= ова эу = een 
2 вз = 


Nesse caso, todas as derivadas parciais em questio são contínuas, Assim, pelo teorema de Schwartz, temos a garan- 
dos resultados obtidos. O exemplo a seguir ilustra uma situação em que as derivadas parciais de 2º ordem mistas são 
tes. Isso nos alerta para a necessidade de analisar bem cada situação particular, verificando se as hipóteses do teo- 
de Schwartz são satisfeitas. 


(e) + (0,0) _ E e 
тріо 2: Dada a função f(x. y) = (X + Y verificar que as derivadas parciais de 2º ordem 
o , (x.y) = (0,0) 
são diferentes no ponto (0, 0). 


іо: Devemos, inicialmente, determinar as derivadas parciais de 1º ordem de f. Para (x, у) + (0,0), temos 
afi Oder yy ay 23 у-2ж 


ax GU yy 
ے‎ Хэ + رھ‎ 
E 2m 
+ a 


eR 


us 
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Para determinar as derivadas parciais no ponto (0, 0) usamos a definição 4.1.1. Temos 


tim 2020) — f (0,0) 


af pr 
gr mmn Tog 


3f (0,0) = tim OEE 


ду ET y 
0-0 
= lim —— 
cum 
Portanto, 
af , (x. y) * (0,0) 
d (х,у) = (0,0) 
3 
اش‎ 
туу» * (0,0) 
E 0, „у) = (0,0). 
a (х,у) = (0,0), 
Usando novamente a definição 4.1.1, calculamos, agora, as derivadas parciais de 2º ordem no ponto (0, 0). Ter 


pA m 
у (0 = 3, (0.0) 


EL (0,0) = iim? 


ау ау 
Portanto, э; (0,0) 4 255. (0,0). 


4.8.4 Outras notacóes usadas para representar as derivadas parciais de ordem 
superior 
Na Seção 4.1, introduzimos as seguintes notações para representar as derivadas parciais de 1º ordem de f: 
ду 


Essas notações dão origem às diversas formas usadas para representar as derivadas parciais de 2º ordem. Temos 


V -ppenp-k е = ру-ру =f, 
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fa 


= Daf = Dif = fis 
E = Dol = Daf = fi 
з з 
ES Df =D € = Dyf = Daf = fy 


É importante notar que, nas últimas notações introduzidas, a ordem de derivação é lida da esquerda para a direita, 
contrário da notação introduzida anteriormente, Podemos ver que isso é razoável, observando as expressões que ori- 
as correspondentes notações, Por exemplo, 


эү" 2)) 
ayax ду Vox 


fy = Оу ou Df = DADS). 


Para as derivadas de mais alta ordem, essas notaçöes sio estendidas de maneira natural. Por exemplo, 


жое = 2685) = = fo 


dxayor дх\дудг 


9 Derivadas Parciais de Funções Vetorias 


9.1 Definição 


de 3 а 
Seja f = f (x, y, z) uma função vetorial, А derivada parcial de f em relação a x, que denotamos por f é defini- 
por 


a. lim Йе ax ya) = Pes) 


Ox aro Ax 
todo (x, y, z), tal que o limite existe, 
Analogamente, 
df ASLO Feya) z af MES yz + A2) - (х,у) 
y да Ay üz a Az 


Se f(x,y,z) = 4G yz) + „е. һә] + f Gy. z) K, de maneira análoga à derivada de função vetorial 
uma variável, temos 


9f „зб + hj 

ax ах! al 

df Shy AU + 
p SER. cos) 
DARE 
E Mt E 
ERU ql 


nU 

k; 
tax 
Mr 
зуб 


D 
Ж к. 


i 
R 
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4.9.2 Exemplos 


= МЕТ + хуг] + Ae"K, determinar suas derivadas parciais, 


Exemplo 1: Dada a função vetorial f (x, y. z) 
Temos 


Exemplo 2: Dada a função / (u, v) = (ue", uv), determinar P: no ponto (2, 0) e iE no ponto (=1, 1). 


Temos 


9^ (22:9 = (1,0). 


4.9.3 Interpretação geométrica 
Seja f = f (x, y, 2) uma função vetorial contínua. Se todas as variáveis, exceto uma, que pode ser tomada como, 
parâmetro, permanecem fixas, então f descreve uma curva no espaço. 
A derivada parcial de f em relação a x no ponto P, (xy. у zo) € derivada da função E (x) = F (x, Yo, zo) no ponto 
af - 
xy. Portanto, como vimos na Subseção 2.9.3, se no ponto P), P * 0, esse vetor é tangente à curva dada por g (x). 


Analogamente, no ponto Py pi é um vetor tangente à curva dada por h (у) = f (xy Y, zo) E é um vetor tan- 


gente à curva dada por P(z) = Ў(хь » z). 
Na Figura 425 ilustramos a interpretação geométrica das derivadas parciais para uma função vetorial de duas 
variáveis f = f (x, y). Denotamos por C a curva dada por g(x) = f(x.) e por Gs à curva dada por 


h(y) = Fany). A derivada parcial HG, Yo) É tangente à curva C, e a derivada parcial a es J) é tangente à 
curva C. 
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Figura 4.25 
.4 Exemplos 
plo 1: Seja F a função dada por р 


FG yz) = УТ + zcosxj + zsen xk. 


a) Descrever a curva obtida fazendo y = 0 e z = 3. 
af - 
У Е 
о de (a): Fixando y = Oe z = 3, obtemos a função vetorial 


b) Representar nessa curva a derivada parcial 


(x) = f(,0,3) = 3cosxj  3sen xk, 


descreve uma circunferência no plano yz (ver Figura 4.264). A variável x pode ser interpretada como o parâmetro r, 
vimos na Subseção 2.7.7. 


^ 
Figura 4.26 
А a 
ção de (b): A derivada parcial 5 é dada por 
= cesa] + cesi. 
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No ponto nl 


3f (= =3sen Tj + 3cos mE. 


e, geometrica- 


Essa derivada parcial é a derivada da função (x) = 3cosx] + 3 sen хЁ, no ponto xy = 
mente, está representada na Figura 4.266. 


Exemplo 2: Seja / a função vetorial definida por 7 (u, v) = (ucosv, и sen v, 4 = i), para0 = и 52,05 v5 
a) Determinar as curvas obtidas fazendo u = VÎ e v = е respectivamente. 


(va А т) representando-os geometricamente. 


à 
b) Determinar” 
ди 


Solução de (a): Fazendo u = V2, obtemos а curva Cy, dada por 
ПО) = f(V2.v) 
= (V2cosw V2 sen v,2),0 = v = 27. 


A curva C, é uma circunferência de centro (0, 0, 2) e raio V2, localizada no plano z = 2, e está representada. 
Figura 4.27. 


EN T 
3 Fazendo v = ûf, obtemos a curva C, dada por 
EN m 
zw = (uz) 
= E po 
au Zi 
As equações paramétricas da curva С, são 
v2 


2 
Eliminando o parâmetro u, temos x = y, z = 4 — 227, Isso nos mostra que a curva C; é uma parábola contida 
plano x = y (ver Figura 4.27). 
Figura 4.27 
Solução de (b): Temos 
E E 
Ê — (cosy sen v, —2ш); o (~u sen v, ucosv, 0), 
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Portanto, 


T 


22)- ci 1,0). 


297 
ou 


(м. B são tangentes às curvas 


Na Figura 4.27, representamos os vetores V, » ( 
je С, respectivamente. E 


9.5 Derivadas parciais sucessivas 

As derivadas parciais de uma função vetorial de várias variáveis 7 são também funções vetoriais de várias variáveis. 
as derivadas parciais dessas funções vetoriais existem, elas são chamadas derivadas parciais de 2º ordem de f. 

Se F = F (x, y), temos quatro derivadas parciais de 2º ordem dadas рог 


afe ы, ај -45 Ef | з P af (0) 
ax? axkax) дудх ду\дх/" ayar  àxVày/ ^ ay — ayVày 


Se f = f (x, y, z), cada uma das trés derivadas parciais de 1º ordem origina três derivadas parciais de 2º ordem. 
Analogamente, obtêm-se as derivadas parciais de ordem maior. 


.6 Exemplos 


тріо 1: Dada a função 

F(x.3.2) = sen(xy + 22), e'sen y, xInyz) 
аў sf 
МӘ гак ° Syárax 


ef 


ax 


Temos ŽL = (ycos (xy + 22), e*sen y, In yz) = (ъа +22),0, 


ў 


= (-2yxcos (xy + 22) = 2 sen(xy + 2:),0,0). 


ûy ûzêx 


тріо 2: Dada a função 


TG. yz) = Gh у* + хуг), 


Sf а? 
dde 2 
ar ayy © элу o POMO PO, 1,4) 


52 = (950.32): zL = (Bry, 0,2); zi (P) = (8:2 - 1,0,4) = (64,0,4); 


E 
rpa) E = (8,0 = (6,0,4). 


Nesse exemplo, podemos observar que — —— 


ar” gay Temos o seguinte teorema, cuja demonstração será omitida. 
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4.9.7 Teorema 


af af wj „#7 
ax Oy дудх © ахду 
ener DA Кыны н Мыш быр 
j O x ° эхду 1 ayax VJ 7 ggg, VOM: 


| O teorema anterior é conhecido como teorema de Schwarz e também é válido, com as hipóteses adequadas, рага 


esf ау 


| funções de trés ou mais variáveis, 


4.10 Exercicios 


1. Verificar a regra da саб 


Dada a função f(x, y) = 5 + e", com (1) = 7e 
dh of dx df d dh 
EE r y(t) = Vî, encontrar 2 onde АО) 


dt 


Gt. y). 


| € gto derdane "ена 
L а) f(xy) = nQ? + у?) a) Determinar A'(t) em função das derivadas par- 
B x=2 +1 ciais de f. 

у= 4 – 5, 1 


= -3p determinar. 


| b) f(x, у) = sen (2x + 5y) 0i PS Фер (em 


cost 


10. 


Sejam z = f(x, y) x = x(0), y = y(t). Омега 
derivada. e sendo h a função composta 

һа) = (ха), y). 

11. Verificar a regra da cadeia para as funções: 

ау) а= их +10 зу 

b) z= f(e, =y), fü v) 22u € vº 

€) z= Vi! + V + 5,и = cosx, v = sen y 


d Hu) = + 2и y 


| ur o f( y) = Inxy x = UÈ v y = iP ea 
| Nos exercícios 2 a 7, determinar 


usando a regra da 


cadeia. а Nos exercícios 12 а 16, determinar as derivadas parciais 
É @ „д: 
| 2:2 = 180249) эш е gy Usando a regra da cadeia 
| 3. z = xcosy, x = sent, y 12. z= МД + ух = +1, y= VA, 
| arc tg xy, x 21, y = 3t. 13. z = In (x? + y?), x = cosucosv, y = senucosv. 


14. 2= xe x= m,y =u- 


= e" (cosx + cosy), x = P, y 


x 15. 
x = e“, y = Int. 


16. z 


„х = 2? +1, y-sent. 


l Dada a função Senar com 
af af 
D 
exercícios 18 a 22, determinar as derivadas parciais 
ЕЗ 


X = гсозбе у = r sen 6, encontrar 


pet танат + у. 

z= uv + vlnu, u = 2х y v-72c y. 
z= + т?,1 = cosxy, т = sen ху. 
P u=- yv em. 

. 2 = uy +, u = ху,у = х? + у + 1пху. 


z 


. Seja z = f(x,y), x = rcosð, у = r sen Ө. Mostrar 
que 


ay (sy - 5) xs. 
f) NE ar) * rae)" 
Seja f : IR? — IR uma função diferenciável. Mostrar 
quez = f(x = y, y — x) satisfaz a equação 


əz дг 
+ = 0. 
ТАЙТ 


Dada z = f(x? + y’), f diferenciável, mostrar que 


í "E 

l- Determinar as derivadas parciais 27 e TE, 

a) „= +2) – 2, х = и, у=и+у 

b) w= xy + xe + yn x = и W, y = uv, 

z= (u - v}? 

Sez = f(x. y), x = rcos@ e y = r sen ê, onde f € 

uma função diferenciável, expressar ec 

funções de re 0. go une 

Supondo que a função diferenciável y = f(x) & 

definida implicitamente pela equação dada, determi- 

анаи 
ах 

a) 9x? + 4y? = 36 

b) 2x! — Зу? = 5xy. 
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30. Supondo que a função diferenciável z = f(x, y) € 
definida pela equação dada, determinar SE e SE; 
2 prod gel 
b x ry-z-xy-0 
©) xy-x-ytr'-3 

31. Supondo que as funções diferenciáveis у = y(x) e 
zc z(x), z > 0, sejam definidas implicitamente 


32. Determinar as derivadas parciais de 1º ordem das 
funções x —x(u,v) e у= y(u,v) definidas 


implicitamente pelo sistema dado: 
مر + ت + در‎ 0 
Drs + =0 


33. Pode-se garantir que a equação 
х +2лу+ ر‎ = 8 
define implicitamente alguma função diferenciável 
y = y(x)? Em caso positivo, determinar 2 
34. Verificar que a equação dada define implicitamente 
pelo menos uma função diferenciável у = у(х). 


35. Escrever a regra da cadeia para 
a) h(x, у) = f(x, u(x. у)) 
b) h(x) = f(x, u(x), v(x)) 
€) h(u, v, w) = f (x(u v, w), y(u, v), z(w)). 
36. Dadas as funções x = x(u, v) e y = y(u, v) de- 
finidas pelo sistema 
E = 27 + ر‎ 


у=х-2у 


determinar as derivadas parciais de 1º ordem de x e y 
em relação a u e v. 


cC Cálculo В — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


37. As ões u T. ^ 
PW 46 wed y +4й+1, LE 
2u*v-x- e eT em 
ху + uv Dé Ex 
47. 2= Узу + у, 2 t T: 
determinam и е v como funções de x e y. Determinar haie 
URN OT o dio 48. Verificar o teorema de Schwartz para as funções: 
x ay ax ду " п 
| MEN] dade pe b) z= ret? 
| 38. Calcular o jacobiano 26532). para n 
| д(и, v) 49. Se z = f(x, y) tem derivadas parciais de 2º ordem 
| a) x = ucosv, y = usenv contínuas e satisfaz a equação 
| 
f b) PERRE Er dfe do 
| SI dl ad ay 
I с) xeu! + y = uv. 
| ela é dita uma função harmônica. Verificar se as 
I 39. Supondo que as funções diferenciáveis y = y(x) e funções dadas são harmônicas. 
= z(x) sejam definidas implicitamente pelo sistema a) 2=esny d =y ay 
(orae b) z= e'cosy d) z=x? + 2xy. 
" SEU 50. Calcular as derivadas parciais de 1º ordem das 
glande seguintes funções: 
RES j Tre an 
DE a 3) Fyz) = УУТ + уа] + erk 
> x-y 
nidas implicitamente pelo sistema dado. 86 (E Fy з) 


| 
| b) Um par de funções y = y(x) e z = z(x) defi- М 
| 40. Encontrar as derivadas de 2* ordem das seguintes 9 Ala, yz) -(9-29-y59- x) 
| funções 4) p(x, y) = (е, хуе?) 
a - 3y? + 42у? - 
| Ж ied 9) х,у) = GV» G - ушу) 
I چ‎ = ху? – E -= E - 
| Bud usu D U(x yz) = evî +Inxej + 2K. 
€) Inxy E 
| 51. Dada J (x, y, 2) = (e, e”, еч), encontrar 
| 4) que”, v 
| 41. Encontrar as derivadas parciais de 3º ordem da função ОЧ af 
әх ду дї 
| Daiane ЕУ is $ 
| 52. Dada f (x, y, 2) = (xy, x + у, xz), verificar que 
| Nos exercícios 42 a 47, determinar as derivadas parciais 
f indicadas af $ 
Ма e A (олу + 27 (1,91) 
ТОЎ СБ» 1 f of ox ay 
„ fy) = AL e А 
| Vit +4у әх акду" onde û = dim (у). 
кт, 
| 43. z = хсозху, m : 3 
т 53. Seja J a função vetorial definida por 


(х,у) = azi + y(1 + х2) +: 
a) Descrever a curva obtida fazendo y = 2ez = 1. 


45.w- EE ЕГЕЯ Ic af 


b) Representar nessa curva a derivada parcial 2 no 
ponto P,(1, 4, 1). 


Seja f a função vetorial definida por 
f (v) = (ucosv,usenv,3 + u?) 


para Û = и = 3,0 = v = 2z. 
a) Determinar as curvas obtidas fazendo u = V3 e 
7 
v 


З. respectivamente. 
b) реет SÉ (уз, 2) 2 S 2 (V2) repre- 
sentando оз peomeriamene: 


Dada a função f(x, y) = (xyz, xy, V! 0), 


ИИ р че оар 
бейш элу е ea 
Determinar 27 Ш 


ахдудг $ axaz!ay" 
sendo f (x, y, z) = (хуб ха + 1, xe”). 
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57. Encontrar 
Әр PP sf cs] jsp 
2° 992° axay' aray ^ аг 
das seguintes funções: 
a fayz) = (ayan, Inz) 
b) F(x,9,2) = (e sen x, e" sen y, z) 
1 
э Tamo = (kb a 
f 
58. Encontrar HE ب ر‎ EL л (л)—45/ T uy. 
dado ax 
Ten) = Ge yz Qe y zy (x+y + 2)3) 


e P(1,0,1), 


E 


Neste capitulo, vamos analisar os máximos e mínimos de funções 
de várias variáveis. 


O máximo ou minimo de uma função de duas variáveis pode ocor- 
rer na fronteira de uma região ou no seu interior. 


Inicialmente, vamos analisar exemplos em que os máximos e míni- 
mos encontram-se no interior de uma região. Posteriormente, 
mostraremos as técnicas para determinar máximos e mínimos na. 
fronteira de um conjunto e também sobre uma curva. Diversos, 
exemplos ilustram a aplicação de conceitos e proposições para a 
resolução de problemas práticos. 


Alguns exemplos serão dados para visualizarmos o caso de fungi 
com mais de duas variáveis. 


5.1 Introdução 


Consideremos os seguintes enunciados: 


1?) Quais são as dimensões de uma caixa retangular sem tampa com volume a e com a menor área de super 
possível? 

2°) Sejam (x,y). (хь у). (xs. yı) os vértices de um triângulo. Qual é о ponto (x, y) tal que a soma 
quadrados de suas distâncias aos vértices é a menor possível? 

3º) A temperatura T em qualquer ponto (x, y) do plano é dada por T = T(x, у). Como vamos determinar a 
peratura máxima em um disco fechado de raio a centrado na origem? E a temperatura mínima? 

Para resolver essas e outras questões, vamos pesquisar máximos e/ou mínimos de funções de duas ou mais variáveis 

De maneira análoga ao que foi estudado para funções de uma variável, necessitamos usar definições e teorei 

Nas seções seguintes, vamos analisar as definições e teoremas que vão fundamentar a análise do 1°, 2º e 3º enunciad 


5.2 Máximos e Mínimos de Funções de Duas Variáveis 


Observando a Figura 5.1, podemos intuitivamente dizer que: 
* os pontos Р, e P, são pontos de mínimo da função z = f (x, y) situados no interior de A C D(f); 
* орото P, é ponto de máximo situado na fronteira de A С D(f). 
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Figura 5.1 
As definições que seguem formalizam essa observação. 


.2.1 Definição 


Seja z = f(x, y) uma função de duas variáveis. Dizemos que (xo, X) € D(f) € ponto de máximo absoluto ou 
il de f se, para todo (% У) € DU). Hx, у) = Axo м). 
Dizemos que /(ҳь №) é о valor máximo de f. 


2.2 Exemplo 


A Figura 5.2 mostra a função f(x, y) = 4 — х? — y^. O ponto (0,0) é um ponto de máximo absoluto ou global 
f. pois, para todo 


(x.y) € DU), 4- x°- уг = f(0,0) ou 4= x - y = 4 para todo (x, y) € IR. 


O valor máximo de f(x, y) = 4 — x? - y! € f(0,0) = 4. 


Figura 5.2 


.3 Definição 

Seja z = f(x, y) uma função de duas variáveis. Dizemos que (xo, x) € D(f) é ponto de mínimo absoluto ou 
de f se, para todo (3) € DU); f(x, у) = Foo. 

Dizemos que (xy. yo) é о valor mínimo de f. 


a= Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


5.2.4 Exemplos 


Exemplo 1: O ponto Р, € D(f) da função z = f(x, у) da Figura 5.1 é um ponto de mínimo absoluto ou global de 
f pois, para todo (x, y) € DU), f(x, y) = /(Р,). 


Exemplo 2: A Figura 5.3 mostra o gráfico da função z = 1 + x + y. O ponto (0, 0) é um ponto de mínimo abso- 
luto ou global dessa função, pois, para todo 
(Ye 182, 1+x +y = 0,0) ou 1+х?+у?=>=1. 


0,0) = 1 éo valor mínimo dessa função. 


Figura 5.3 


5.2.5 Definição 
Seja z = f(x, y) uma função de duas variáveis, Dizemos que: 


a) (xo X) E D(f) € ponto de máximo relativo ou local de f se existir uma bola aberta B((xo, у); r) tal que 
f(x,y) = fG 30), para todo (x, y) € Bn Ю(/). 

b) (xo, 0) € D(f) € ponto de mínimo relativo ou local de f se existir uma bola aberta B((xo, x); r) tal que 
Убх, y) = f(xo, ж), para todo (x, y) € Bn D). 


5.2.6 Exemplos 


Exemplo 1: Os pontos P, e P, pertencentes ao domínio da função z = f(x, y) da Figura 5.1 são pontos de míni- 
mo locais, É fácil visualizar a existência da bola aberta: 


BS; n), tal que f(x, y) = /(Р,) para todo (x, y) € BN IR*. 


СКР ra), tal que. f(x, y) = f (Ps) para todo (x, y) € € n IR. 


2 1 
Exemplo 2: О gráfico da função z = sem? x + 5.) 


existência de infinitos pontos de mínimo locais no domínio de z, isto é, em IR?. 


pode ser visualizado na Figura 5.4. Nesse caso, verificamos a 
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Figura 5.4 
Analisando a expressão analítica, podemos facilmente concluir que o valor mínimo de z é encontrado quando 
1 
ELM 
sen x = 0 -0, 
х=0 е 5) 


os seja, para x = km, KEZ e y - 0 


Assim, os pontos (km, 0) para k = 0, * 1, - são pontos de mínimo locais da função 


2 1 
2 = e + ر‎ 


O valor mínimo da função é zero. 
É usual denominar os pontos de máximos e mínimos de uma função de pontos extremantes (locais ou globais). 

Diante das definições 5.2.1, 5.2.3 e 5.2.5 e seus respectivos exemplos, podemos visualizar a necessidade de buscar 
los práticos para determinar os pontos extremantes de uma função z = f(x, y 
iiio de ponto crítico e das proposições que seguem. 


Para isso, necessitamos da 


3 Ponto Crítico de uma Função de Duas Variáveis 


Seja z = f(x, y) definida em um conjunto aberto U с IR". Um ponto (xo, x)) € U é um ponto crítico de f se as 
af 


ax 


las parciais = (xo, yo) е x (xo, J0) São iguais a zero ou se f não é diferenciável em (xo, Jo) € U. 
Geometricamente, podemos pensar nos pontos críticos de uma função z = f(x, y) como os pontos em que o seu 
não tem plano tangente ou o plano tangente é horizontal. 
Vamos ver que os pontos extremantes de z = f(x, y) estão entre os seus pontos críticos. No entanto, um ponto 
lico nem sempre é um ponto extremante. 
Um ponto crítico que não é um ponto extremante é chamado ponto de sela. 
Uma visualização geométrica das diversas situações é apresentada no exemplo que segue. 


.1 Exemplo 
Verificar que o ponto (0, 0) é ponto crítico das funções: 


(x. y) + (0,0) 
(у) = (0,0) 


b) f(xy) = Vax y 


EE Cälculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Solução: 
a) O ponto (0,0) é um ponto crítico de f(x, у) = x^ + y^ pois 


af 3f (0,0) = 
9000.0 -9 е s, 09 0. 


Como vimos na Figura 4.11 da Subseção 4.3.2(a), no ponto (0. 0, 0), o gráfico de f admite um plano tangente 
horizontal, z = 0. 


b) O ponto (0,0) é um ponto crítico de f(x, у) = V2x* + y porque, nesse ponto, conforme vimos no exem- 
plo (b) da Subseção 4.3.2, a função dada não possui derivadas parciais. 
O gráfico de f não possui plano tangente em (0, 0, 0). 


с) O ponto (0,0) é um ponto crítico de z = x — y^ pois 


af 3f (0.0) = 
ax O 0657.0) = 0; 


Nesse caso, o plano tangente também é horizontal (ver Figura 5.5). 


Figura 5.5. 
L2. y)» (0,0) 

d) Ороно (0, 0) £umpontocricode f(x, у) = x: + у? 0927 * € pois conforme vimos na Seção 43, 
0 (55) = (9.0) 


x y) ão € diferenciável na origem. A Figura 4.10 mostra essa função, que não admite plano tangente na origem. - 
Observamos que o ponto (0, 0) é 
= um ponto de mínimo global para a função f(x, y) = x° + yè, 


* — um ponto de mínimo global para a função f(x, у) = У2х7 + y, 
* um ponto de sela para a função f(x, y) = х? — y^, 


ر2 
um ponto de sela para a função f (x, y) = [> (577 (0,0)‏ * 
(x, y) = (0,0)‏ ,0 
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5.4 Condição Necessária para a Existência de Pontos Extremantes 


5.4.1 Proposição 


Seja z = f(x, y) uma função diferenciável em um conjunto aberto U С IR^. Se (хо, у) € U é um ponto extre- 
mante local (ponto de máximo ou de mínimo local), então 


dsto é, (xy. у„) © um ponto crítico de f. 
Prova: Vamos supor que (xo, yı) EU 6 um ponto de máximo local de f. Existe, então, uma bola aberta 
В = B((xo, X) г), tal que, para todo (x, y) € B, 
(x y) = /(хь do). 
Consideremos a função de uma variável, definida por 
hic R>R 
hex) = Ја, X) 


(onde I é um intervalo aberto que contém x, tal que, para todo х Є 1, temos (x, yp) € B (ver Figura 5.6). 


Figura 5.6 


Temos que: 
E 7 af 
* h(x) éderivável em xy, e h'(x) = m х). 
* xo ponto interior de Ге é um ponto de máximo local de A(x). 
Então, (х) = 0 ou Ў (хо 31) = 0 (ver proposição 5.4.4, Cálculo A). 


Analogamente, mostramos que Zo. ж) =0. 


Usando essa proposição, podemos encontrar, em muitos exemplos, quais são os pontos candidatos a pontos extre- 
tes de uma função, ou seja, podemos encontrar os pontos críticos tais que as derivadas parciais se апшат. 


4.2 Exemplos 
mplo 1: Determinar os pontos críticos de f(x, y) = Зху? + х? — Зх. 


ção: Essa é uma função do tipo polinomial e, portanto, suas derivadas parciais existem para todo (x, y) Є IR^. 


ы жазылы: PF 
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Basta, então, resolver o sistema 


2-0 
ах 
af 
әу 
para identificar os pontos críticos. 
Temos 
ә 
apra 
ax 
UA 
FII 
ay m 


| Vamos resolver o sistema 


Da equação буу = O concluímos que x = 0 ou у = 0. Fazendo x = 0, na primeira equação de (1), vem 


3-320 ou 


Portanto, temos os pontos (0, 1) e (0, —1). 
Fazendo y = 0, na primeira equação de (1), vem 


3 -3=0 ou 


Obtemos, então, os pontos (1,0) e (-1,0). 
Concluímos, então, que a função dada tem quatro pontos críticos 


(0,1), (0, =1), (1,0) е (71,0). 


= km, com k 0, 1, = 2,... são pontos criti- 


Exemplo 2: Verificar que os pontos situados sobre a reta у 
cos da função 
z= cos(x — y). 


Solução: Vamos encontrar as derivadas da função dada para estruturar o sistema cuja solução define os pontos críticos. 


Temos 
| x - sen (x - y = sen (x = y): 
| O sistema 
| (адде 
sen (x = y) =0 
reduz-se à equação 
sen (x = y) - 0 
cuja solução é 
xy = kr, k=0, t1, £2... ou 


2,... São pontos críticos. 


Portanto, concluímos que os pontos situados sobre a reta y = 
da função z = cos(x — y). 
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5 Uma Interpretação Geométrica Envolvendo Pontos Críticos de 
uma Função z = f(x,y) 


Já discutimos que podemos pensar nos pontos críticos de uma função z = f(x, y) como os pontos em que o seu 
gráfico não tem plano tangente ou o plano tangente é horizontal. Vamos agora, intuitivamente, identificar qual é o tipo 
parabolóide que melhor se aproxima do gráfico da função próximo de um ponto crítico (xo. у). 
Na Figura 5.7, temos um exemplo de uma função z = f(x, y), em que o parabolóide que dá a melhor aproximação 
um parabolóide elftico (uma curva de nível é uma elipse ou, em particular, uma circunferência) de concavidade volta- 
para cima. As seções retas verticais, mostradas na Figura 5.8, têm a concavidade voltada para cima. Temos, assim, 
ponto de mínimo relativo ou local. 


Figura 5.7 Figura 5.8 


Na Figura 5.9, temos um exemplo de uma função = f(x, y), para a qual o parabolóide que dá a melhor apro; 
é um parabolóide elítico voltado para baixo. As seções retas verticais, mostradas na Figura 5.10, têm a conca 


voltada para baixo. Temos, assim, um ponto de máximo relativo ou local. 


Figura 5.9 Figura 5.10 


Tu Cálculo В — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Na Figura 5.11, temos um exemplo de uma função z = f (x, у), em que o parabolóide que dá a melhor aproximação. 
é um parabolóide hiperbólico. Algumas seções retas verticais do gráfico, mostradas na Figura 5.12, têm a concavidade 
voltada para cima, e algumas têm a concavidade voltada para baixo. 

Essa visualização geométrica vai possibilitar o entendimento da proposição a seguir, que nos dá uma condição sufi- 
ciente para que um ponto crítico seja um ponto extremante local. 


Figura 5.11 Figura 5.12 


5.6 Condição Suficiente para um Ponto Crítico Ser Extremamente Local 
5.6.1 Proposição 


Seja z = f(x, y) uma função cujas derivadas parciais de 1º e 2º ordem são contínuas em um conjunto aberto que 
contém (xy yy) е suponhamos que (хо, x) seja um ponto crítico de f. Seja М(х, у) о determinante 


T 5 
Bay dL» 
yàx 
HG) = |у E) 
axay (x.y) p (х,у) 


Temos 
f Р 
3) Se HG. x) > 0 e 22, (x. 0) > O, então (ху, у) é um ponto de mínimo local de f 


x 
b) Se HG) > 0 e 5 (x W) < 0, então (xo, yp) é um ponto de máximo local de f. 


€) Se HG W) < 0, então (xo, у) não é extremante local. Nesse caso, (хо, у) é um ponto de sela. 
d) Se H(xo yu) = 0, nada se pode afirmar. 


Observamos que a matriz 


aparece em diversas situações em um curso de Cálculo e é conhecida como matriz hessiana. O seu determinante, М(х, у), 
é chamado determinante hessiano da função z = f(x, y). 
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Considerando a complexidade de uma prova completa, vamos apenas usar as idéias geométricas, da Seção 5.5, para 
ificar os diversos itens dessa proposição. 
A idéia fundamental é usar as derivadas de 2º ordem da função f(x, y) para determinar o tipo de parabolóide que 
melhor se aproxima do gráfico da função próximo de um ponto crítico (xy, уз). 
O parabolóide que melhor se aproxima do gráfico de f(x, y), próximo ао ponto crítico (хо, у), é o gráfico da 


polinomial 


Р 
FE (ж) = (б) 0) 
ap D 
эу б» = É Camo) o 
E 2 
жаб» = уль) © 
Р 
ay б» ®) = сьм (4) 

ap E 

D "i хо) = aL, Ge м). 6 


O gráfico do parabolóide que satisfaz as condições (1) a (5) tem o mesmo plano tangente que o gráfico de fem 


м). 
Podemos reescrever as equações (1) a (5) сото 


3j 

Axo + В» + D = P (х,у) © 
Bx, + С» + ғ- Gy) 0 

Eri 
= quê C 9) (8) 
с E o Yo) (9) 

E 

СУЙ 

= ау W (10) 
em әу 


Assim, A, В, С são iguais às derivadas de 2º ordem de f, Zz D. respectivamente. 


a" xay’ ду 
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a= Cálculo В – Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 
As curvas de nível de Р(х, y) são encontradas pela equação 


„Ах! + Bxy + -Cy + Dx + Fy + С = constante 
Da geometria analítica, sabemos que a equação (11) representa as curvas: 


* Hipérbole, quando В? — UG 
* Elipse, quando В? — AC < 0. 


* Parábola, quando В? = AC = 0. 


cC) = ac >o. 


Assim, 


a) se В? — AC > 0, as curvas de nível de P(x, y) são hipérboles, e o gráfico de P(x, y) é um parabolói 


hiperbólico. Portanto, nesse caso, f tem um ponto de sela, como é ilustrado nas figuras 5.11 e 5.12. 


b) se B — AC < 0, A > 0 e С > 0, as curvas de nível são elipses, e o gráfico de Р(х, y) é um parabolóide 


elítico para cima. Portanto, nesse caso, / tem um mínimo relativo em (xo, y) (ver figuras 5.7 e 5.8). 


€) se P - AC «0, A «0e C0, 


d) se B°- АС 
podendo ser concluído. 


Quando В? — АС < 0, temos que A е C têm o mesmo sinal. Assim, substituindo А, В e C pelas derivadas com 


forme (8), (10) e (9), respectivamente, obtemos as expressões conclusivas do teorema. 
5.6.2 Exemplos 


Exemplo 1: Classificar os pontos críticos da função 


f(x y) = 3xy* + 
discutida no Exemplo 1 da Subseção 5.4.2. 
Solução: No Exemplo 1 da Subseção 5.42, encontramos os seguintes pontos críticos dessa função: 


(0,1), (0,1), (1,0) e (= 


Para classificá-los, vamos usar a proposição 5.6.1. 
O determinante hessiano é dado por 


E f 
ES (x. y) ny) 4 
пе) E 29 ax léx бу 36x? — 36у? 
(у) e| ® S 
дх ду ay 
Temos 
1. Análise do ponto (0, 1). 
Nesse caso, 


H(0,1) ler -36. 


Assim, H(0, 1) < 0 e, então, (0, 1) é ponto de sela. 


urvas de nível são elipses, e o gráfico de P(x, у) é um parabolóide | 
elítico para baixo. Portanto, nesse caso, f tem um máximo relativo em (xo, у) (ver figuras 5.9 e 5.10). 


0, as curvas de nível де P(x, у) são parábolas, e o seu gráfico é um cilindro parabólico, nada, 


an 


2. Análise do ponto (0, =1). 
Temos 


Assim, H(0, —1) < 0 e, então, (0, —1) é ponto de sela. 


3. Análise do ponto (1,0). 
Temos 


H(1,0) 


0| 


Como H(1,0) > 0, devemos analisar o sinal de uU (1,0). 


Ж, US 2 
Temos 220.0) = 
de f. 


4. Análise do ponto (—1,0). 
Temos 


2 


ificados como: 

= (0, 1) e (0, —1) pontos de sela; 
= (1,0) ponto de mínimo local; 

= (71, 0) ponto de máximo local. 


A Figura 5.13 ilustra esse exemplo. 


Figura 5.13 
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E 
« Como H(1,0) > 0 e 5 (1,0) > 0, concluímos que (1,0) é ponto de mínimo 


E 
Assim, H(-1,0) < 0 e 75 (1,0) < 0 e, portanto, estamos diante de um ponto de máximo local da função. 


Concluímos, então, usando a proposição 5.6.1, que os pontos críticos da função f(x, y) = 3xy? + x? — 3x são 


E 
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Exemplo 2: Mostrar que f(x, y) = x? + xy + y? side 5 tem mínimo local em (1, 1). 


Solução: Vamos, inicialmente, verificar se (1, 1) é ponto crítico. 
Temos 


Come Za, )=0€ Lan = 0, concluímos que (1, 1) é ponto crítico de f. 


Vamos agora calcular o hessiano 

6 

245 1 
нку | * Д "(r3 65): 
1 2+5 У 
y 

Assim, 

H(1,1) = 63> 0. 
Temos também que 


Fa) =8>0. 


2 
Como H(1,1) >0 e ha, 1) > 0, concluímos, pela proposição 5.6.1, que (1, 1) é um ponto de mínimo 
função. 


Exemplo 3: Seja f(x,y) = 2x" + 2y! — бх — бу. Analisar os pontos de máximo e mínimo de f no conjunto aber- 
to A da Figura 5.14. 


Figura 5.14 


Solução: Para encontrar os pontos candidatos a pontos de máximo e mínimo, vamos usar a proposição 5.4.1. Temos 
que À é aberto e f é uma função do tipo polinomial, portanto diferenciável. 
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Temos 


Vamos resolver o sistema 


A solução de (1) é constituída pelos pontos (1, 1), (1, —1), (=1, D e (=1, —1). 
Para classificar esses pontos, vamos usar a proposição 5.6.1. Temos 


Sf ESA 
r0» E ua 
HG) = ^s ho 


ау 
ах оу 09 — 352052) 
1. Análise do ponto (1, 1). 
Temos 
12 0 


ЫК a 


|i 


Assim, H(1, 1) > 0. Vamos, então, analisar o sinal de 
2) 

Como H(1,1) > 0 е a, 1) > 0, concluímos que 

(1, 1) é ponto de mínimo local de f 


El (1,1). Temos Ea, n)=12 


Análise do ponto (= 1, —1). 
Temos 


2) 
Como H(=1,-1)>0 e S cu-n < 0, concluímos que (—1, —1) é ponto de máximo local de f. 


“Análise dos pontos (1, —1) e (—1, 1). 
Temos 


H(1,=1) = H(-1,1) = —144. 
Portanto, os pontos (1, — 1) e (=1, 1) são pontos de sela. 


Concluímos, então, que a função f(x, у) = 2x? + 2yº — бх — бу possui um ponto de mínimo local e um ponto 
máximo local, respectivamente (1, 1) e (—1, —1), pertencentes a A. 


7 Teorema de Weierstrass 


Seja f:AC 18 AIR 
z= f(x,y) 


— 9 Cálculo В — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


uma função contínua no conjunto fechado e limitado A. Então existem Pj, P; € А tais que 


HP) = f(P) = 50Р) 


qualquer que seja P € A. 

A prova desse teorema pode ser encontrada em livros de Análise Matemática. 

Salientamos que esse teorema é de grande valia para a resolução de problemas práticos em que necessitamos ana- 
lisar pontos extremos pertencentes à fronteira de um conjunto. Ele garante a existência do ponto de máximo e do ponto. 
de mínimo de uma função contínua com domínio fechado e limitado. O exemplo que segue ilustra sua aplicação. 


5.7.1 Exemplo 


Seja f(x, y) =2xº + 29º — бх — бу, a função analisada y 
no Exemplo 3 da Subseção 5.6.2. Determinar o valor máximo е 
о valor mínimo de f no conjunto B delimitado pelo triângulo 
MNP da Figura 5.15. 
Solução: Pelo teorema de Weierstrass sabemos que existem 
P, P, € B tais que 


FP) = f(P) = fU) 


para qualquer P € B. 

Portanto, a busca de P, e Р, representa a busca dos pontos Figura 5.15 
de mínimo e máximo absolutos, respectivamente, de f em В. 

Vamos, inicialmente, analisar os pontos pertencentes ao interior de B. 

Usando os resultados do Exemplo 3 da Subseção 5.6.2, temos que o ponto (1, 1) é o único ponto crítico de que. 
está no interior de B. Sabemos também que (1, 1) é um ponto de mínimo local de f. 


Para analisar os pontos na fronteira de В, vamos dividi-la em três segmentos: MN, NP e PM. Temos: 


1. Análise de PM 
Os pontos pertencentes ao segmento PM são pontos tais 
х+у 


que 


Vamos analisar os valores da função nesse segmento. Temos, para 0 = x = 3, 
(5,3 — x) = 2 + 2)3 - x)! - 6x - 6(3 ~ x) 
= 18x? — 54x + 36. 

Nesse caso, podemos usar a análise de máximos e mínimos de funções de uma variável (ver Seção 5.7 do livra 
Cálculo A, sexta edição). Temos que: 
3 
2 
+ x =0 ¢ x = 3 são pontos de máximo em [0,3]. 


+ x => é um ponto de mínimo em (0,3); 


2. Análise де MN 
Analogamente ao item 1, vamos analisar a função 


/(х,0) = 2х? – 6x, 09 x53. 
Temos que 
* х= 1 é um ponto de mínimo de f(x, 0) em (0,3); 


+ х = 3 é um ponto de máximo de f(x, 0) em [0,3]. 


Caelruto 5 Máximos e minimos de funções de várias variáveis a 


3. Análise de NP 
Temos, nesse caso, a função 


/@, у) = 2 - 6y, 05 y 53. 
Assim, 

* у= 1 éum ponto de mínimo de f (0, y) em (0, 3); 

* y 8 é um ponto de máximo de f(0, y) em (0, 3]. 


Para concluir esse exemplo, vamos observar o resumo que seg 


| Localização Imagem do ponto 
| Interior de В 8 

| Fronteira de B E 

| Fronteira de В m 36 

| Fronteira de B 36 

| Fronteira de B -4 

| Fronteira de B ES 

| 


Diante desse resumo, concluímos que o valor máximo da função f(x, y) em B é 
700,3) = f (3,0) = 36 


valor mínimo de f(x, y) em Bé 


fa 


8 Aplicacóes 


imização de funções de várias variáveis é um problema que aparece em vários contextos práti- 


сото, por exemplo: 


» problemas geométricos (ver o 1° e o 2º enunciado da Seção 5.1); 
» problemas físicos (ver o 3º enunciado da Seção 5.1); 
* problemas econômicos etc. 


Os exemplos que seguem ilustram as situações enunciadas T 
Seção 5.1 e também outros enunciados práticos. КОШЕР” d 
plo 1: Quais as dimensóes de uma caixa retangular 4 

у 


Figura 5.16 


tampa com volume 4 т? e com a menor área de superfície 
ível? 


Vamos considerar a caixa da Figura 5.16. 
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Da geometria clementar, temos que: 
+ volume da caixa: У = xyz; 
* еа da superfície total: 5 = 2xz  2yz + ху. 


Queremos minimizar 5 = 2х2 + 2yz + xy sabendo que xyz = 4 e x, y z > 0. 
Podemos simbolicamente escrever 


min $ = 2xz + 2yz + xy а) 
sa xyz=4 [2] 
х,у, > 0. a 


Costumamos, ao usar essa notação, chamar a função em (1) de função objetivo e as equações e/ou inequações de 
(2) de restrições. O símbolo s.a lê-se “suj Е 

Como na equação (2) podemos explicitar z como função de x e y, esse problema de minimização pode ser trans- 
formado em um problema sem restrição. Temos, usando (2), 


2=—. (4) 
Substituindo (4) em (1), vem 


4 Bio. 
$224:3 12,14 1 TE 
Elo MS OU Y. 3i 
Assim, o problema pode ser reescrito como 
OH 
mins = Tl 
sa xyz>0. 


Para minimizar S, vamos usar a proposição 5.4.1 objetivando encontrar um ponto de mínimo. Temos 


aS 08 
AR 
DS 
Resolvendo o sistema. 
hero 
8 
+ × =0 
y 


obtemos como solução o ponto (2, 2). 
Vamos classificar esse ponto usando à proposição 5.6.1. Temos 


16 


PL 
неу) | i| 
1 16 xy 


256 


H(2,2) = э. 


Assim, (2,2) é um ponto de mínimo. 


Portanto, as dimensões da caixa são x = 2 metros y=2metos e z=% =77 


тріо 2: Sejam (1, 1), (2, 3) e (3, =1) os vértices de um triângulo. Qual €o ponto (x, y) tal que a soma dos quadra- 
de suas distâncias aos vértices é a menor possível? 


1 metro. 


io: Na Figura 5.17, temos a visualização do triângulo dado. 


Figura 5.17 


Da geometria analítica, sabemos que a distância entre dois pontos (x, у) е (xa, o) é dada por 
d= V(x - x * Qs - эў. 
Assim, a função objetivo desse problema é: 
Р(х,у) = (x = 10 + (y = 0 *(-2* +(у-3 «(x-3* + (y+ 1) 
podemos escrever o nosso problema sem restrições como 
min D(x, у) = (x ~ 1 + (y - 1? + (x - 2} + (y - 3} + (x - 3) + (у + 1. 


Vamos, entáo, encontrar os pontos críticos de D = D(x, y). 
Temos: 


99 (x - 1) + 2(x 2) + 2(x 3); 20 - 2-1) + у- 3) + у +1). 


ax 


Resolvendo o sistema 


fes 1) +2(x - 2) + 2(x -3) = 0 
Ay- 1) +2(у -3) +27 +1) 20 
mos como solução o ponto (2, 1). 


Vamos classificar esse ponto usando a proposição 5.6.1. 
Temos 


60 
H(x, y) = lo MEES 
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НО,лу=36>0 e Do, 
ах? 


Assim, (2, 1) é um ponto de mínimo de D = D(x, у). 
Portanto, o ponto (x, y) tal que a soma dos quadrados de suas distâncias aos vértices do triângulo da Figura 5.17 
é a menor possível é o ponto (2, 1). 


Exemplo 3: A temperatura T em qualquer ponto (x, y) do plano é dada por T = Зу? + x^ — x. Qual a tem 
máxima e a mínima em um disco fechado de raio 1 centrado na origem? 


Solução: Diante do problema dado, temos que: 


Do teorema de Weierstrass, obtemos a garantia da solução dos problemas (5) e (6), pois estamos diante da maxi- 
mização e minimização, respectivamente, de uma função contínua em um domínio fechado e limitado. 


Inicialmente, vamos encontrar os pontos críticos da função 7 = Зу? + x° — x no domínio aberto 


A-(( 5€ Ix +5 <1). 


Temos 


Resolvendo o sistema. 


obtemos (x, y) = б) 


О ponto encontrado, ( E о) é um ponto pertencente ao interior de А. Para classificá-lo, vamos usar a proposição, 


561. 
Temos 


o) um ponto de mínimo da função T no interior de A. 


x na fronteira de A, que é dada por 


Vamos, agora, analisar o comportamento da função T = Зу? + 


P$*y-loy-zVI-x. 
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Temos, então, 

T(x, V1 = 3) 230 - x) + 2-х 
-3-38x-x 
=-20-х+3, -15х=1, 


Nesse caso, usando а análise de máximos e mínimos de funções de uma variável, concluímos que: 


ETs E um ponto de máximo em (—1, 1); 


* х= 1 é um ponto de mínimo em [-1, 1). 
Resumindo a análise, temos; 


Pontos Localização _ Imagem do ponto | 
1 1 
G o) Interior de A m 


Fronteira de A = 


Fronteira de A 


Portanto, a temperatura máxima é z ut, e a temperatura mínima é 4 ut, ocorridas nos pontos 
1 


20). respectivamente, 


mplo 4: Uma indústria produz dois produtos denotados por А e В. O lucro da indústria pela venda de x unidades 
produto A e y unidades do produto В é dado por 


L(x, y) = 60x + 100y = 5x - ху. 


Supondo que toda a produção da indústria seja vendida, determinar a produção que maximiza o lucro. 


ção: Diante do problema apresentado, temos que 


max L(x, y) = 60x + 100y 
sa ху=0 


Vamos encontrar os pontos críticos usando a proposição 5.4.1. 
Temos 


aL aL 
= D = 100 -3y = x 
а iay 7 
А Resolvendo o sistema 
EE 
100 =3y=1=0, 


os a solução x = 10 ey = 30. 
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Vamos, então, verificar se esse único ponto encontrado é um ponto de máximo. Temos 


H(x, y) [д = 8, 


2 
H(10,30)=8>0 е ZE 00,30) = -3 <0. 


Portanto, o ponto (10, 30) é um ponto de máximo e representa a produção que maximiza o lucro da indústria. 


5.8.1 Método dos mínimos quadrados (regressão linear) 

É comum encontrarmos na Estatística, na Física e em outras ciências experimentos que envolvem duas variáveis = 
€ y. Os resultados obtidos em л experiências, com л = 3, são tabulados formando uma lista de pares ordenados dE 
números: 


Gris ж), (хь YD, <, Qe Ya). 


Em alguns experimentos, podemos teoricamente supor que o relacionamento entre as variáveis x e y é do tipê 
y=ax+bcoma,be IR 

Geralmente, não existe у = ax + b cujo gráfico passe por todos os n pares dados. Procuramos, então, encontras 
uma reta r que melhor se ajusta ao conjunto de pontos dados. A Figura 5.18 ilustra essa situação. 

A reta r é denominada reta de regressão linear. 

O método usado para encontrar a reta r é conhecido como o método dos mínimos quadrados. 

A idéia básica desse método é encontrar a reta r tal que a soma dos quadrados dos desvios verticais seja mínima 
Estamos, assim, diante de um problema de minimização. 


Figura 5.18 


Dado o conjunto de pontos (xj, у) k = 1,...,A, encontrara reta y = ax + b, a,b € IR, tal que 


25% com di = ye = (ах +b) k 


seja o menor possível. 
O problema apresentado pode ser escrito como 


min У) (y, = ax, = by. 
A 


Usando a proposição 5.4.1, temos que o ponto de mínimo da função 


Hab) = Хо = am- bf 
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satisfazer o sistema 


Mm 


O exemplo que segue ilustra essa questão. 


iplo: Dados os pontos 


E 0 1 1 2 Î ESL: 5 
Y B 2 E 5 EFE] 1 


a reta que melhor se ajusta ao conjunto dado. 


Para estruturar o sistema (7) vamos calcular 


Dx = O + 1 + 1 + 2? + 32 442 + 5 = 56 


e 


Dx =0+1+1+2+3+4+5=16 


$us =0:341:241:3+2-5+3:4+4:4+5:7=78 


ё 
Ум =3+2+3+5+4+4+7= 28, 
& 


“Temos, então, o sistema 


fis +16b=78 
16a + 7b = 28. 
Resolvendo esse sistema, obtemos. 
49 40 
r etas Er 


Assim, a reta que melhor aproxima o conjunto de 
dados é a reta 


LO 
Жа IT 


АА Figura 5.19 ilustra esse exemplo. 
Observamos que o método dos mínimos quadra- 
pode ser generalizado para situações mais gerais 
gaste de curvas. 


Figura 5.19 


н ааа AE 
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5.9 Máximos e Mínimos Condicionados 


Consideremos os seguintes problemas; 

(1) max f(x,y) = 4 — 

Q) max f(x,y) = 4— 
sa xty=2. 


-* 


O problema (1) é um problema de otimização irrestrita, e podemos solucioná-lo usando as proposições apresentadas 
nas seções anteriores. 

No problema (2), temos a presença de uma restrição ou vínculo, Estamos diante de um problema de otimização 
restrita, em que queremos encontrar o maior valor da função em um subconjunto de seu domínio, nesse caso, o subcos 
junto do plano xy, dado pela reta x + y = 2. 

Nesse contexto, a solução do problema (1) é chamada um ponto de máximo livre ou nã 
solução do problema (2) é dita um ponto de máximo condicionado de f. 

Uma visualização da solução desses problemas é dada na Figura 5.20. 


-condicionado de f. A 


Figura 5.20 


De forma geral, problemas de otimização restrita podem ser muito complexos, não havendo um método geral 
encontrar a solução de todas as classes de problemas. Em algumas situações simples, podemos resolvê-los como foi fe 
no Exemplo 1 da seção anterior, isto é, explicitando uma variável em função das outras, na restrição, substituindo 
função objetivo e resolvendo o problema de otimização irrestrita resultante. O método dos multiplicadores de Lag 

| permite analisar situações mais gerais, Por meio desse método, um problema de otimização restrita com n variáveis e; 
| restrições de igualdade é transformado em um problema de otimização irrestrita com (n + m) variáveis. Algumas sit 
ções particulares são apresentadas a seguir 


| 
| 5.9.1 Problemas envolvendo funções de duas variáveis e uma restrição 
Consideremos o seguinte problema 


max f(x, y) 
sa g(x,y) 


Usando as propriedades do vetor gradiente, vamos obter uma visualização geométrica do método de Lagrange, qus 
nos permite determinar os candidatos a pontos de máximo e/ou mínimo condicionados de f. 

Para isso, esbogamos o gráfico de g(x, y) = O e diversas curvas de nível f(x, y) = К da função objetivo, obser 
vando os valores crescentes de К. O valor máximo de f(x, y) sobre a curva g(x, y) = 0 coincide com o maior valas 


de k tal que a curva f(x, y) = К intercepta a curva g(x, у) = 0. Isso ocorre em um ponto P). Nesse ponto, as di 
curvas têm a mesma reta tangente t (ver Figura 5.21). 


Ny) 
Figura 5.21 


Como grad f е grad g são perpendiculares à reta t (ver proposição 4: 
seja, 


, eles têm a mesma direção no ponto Po, 


grad f = \ grad g 


algum número real A. 
Claramente, nesse argumento geométrico, fizemos a suposição de que g(x, y) + (0,0) em Ру. Além disso, о 
argumento pode ser facilmente adaptado para problemas de minimização. Temos a seguinte proposição: 


.2 Proposição 

Seja f(x, y) diferenciável em um conjunto aberto U. Seja g(x, y) uma função com derivadas parciais contínuas 
Û tal que Vg(x, y) # (0,0) para todo (x, y) € V, onde V = {(x, y) € Ul g(x, у) = 0}. Uma condição 
Ча para que (x, y) € V seja extremante local de f em V é que 


algum número real A. 


Observamos que a demonstração dessa proposição será omitida porque exige alguns detalhes técnicos não intro- 
neste texto. 

Usando a proposição 5.9.2, podemos dizer que os pontos de máximo e/ou mínimo condicionados de f devem satis- 
as equações 


qm————mX 


Esay) —0 а) 


теит ШЫ 


algum número real А. 
© número real À que torna compatível o sistema (1) é chamado multiplicador de Lagrange. O método proposto por 
consiste, simplesmente, em definir a função de três variáveis 


SOD) 


que o sistema (1) é equivalente à equação 
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Assim, os candidatos a extremantes locais de f sobre g(x, y) = 0 são pesquisados entre os pontos críticos de Li 
valores máximo e/ou mínimo de sobre g(x, y) = O coincidem com os valores máximo e/ou mínimo livres de L. 

É importante observar que o método só permite determinar potenciais pontos extremantes. A classificação 
pontos deve ser feita por outros meios, tais como argumentos geométricos etc. 


5.9.3 Exemplos 


Exemplo 1: Um galpão retangular deve ser construído em um terreno com a forma de um triângulo, conl 
Figura 5.22. Determinar a área máxima possível para o galpão. 
tuação а ser analisada em um sistema de coordenadas cartesianas, 


Solução: Na Figura 5.23, representamos a 
convenientemente. 
Observando a Figura 5.23, vemos que a área do galpão é dada por 


AG, у) = x-y 


е que o ponto P(x, у) deve estar sobre a reta x + 2y 


Figura 5.22 Figura 5.23 
Temos, então, o seguinte problema: 
max xy 
sa x+2y 


20. 


Para resolver o problema pelo método dos multiplicadores de Lagrange, como apresentado, devemos escrever! 
restrição x + 2y = 20 na forma x + 2y - 20 = 0. 
A função lagrangeana é dada por 
L(x, 3,4) = xy — A(x + 2y — 20). 


Derivando L em relação às três variáveis x, y e À, temos 


aL 
ax 


Igualando essas derivadas a zero, obtemos o sistema de equações 
y-A-0 
x-21=0 
ix +2y-20=0. 
Resolvendo esse sistema, encontramos. 
x=10, у=5ел=5 
O multiplicador de Lagrange А desempenha um papel auxiliar, não sendo de interesse na solução final do probl 


As dimensões do galpão que fornecem um valor extremo para a sua área são x = 10 e y = 5. Com essas di 
sões, a área do galpão será 


a O 
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Embora о método nào possibilite verificar se esse valor ё um valor máximo ou mínimo, рог meio de uma simples 
ção geométrica da Figura 5.23 vemos que, de fato, as dimensões encontradas fornecem a área máxima do galpão. 


тріо 2: Determinar o ponto da curva у? = 4x, no 1º quadrante, cuja distância até o ponto Q(4, 0) seja mí 
luco: Nesse exemplo, queremos minimizar a função 


f(x,y) = V(x = 4) + (y - 0) 


nos dá a distância de um ponto P(x, y) até Q(4, 0), sujeita à restrição y^ = 4x. 
Para simplificar os cálculos, podemos minimizar o quadrado da distância. Temos o seguinte problema: 


min g(x,y) = (x = 4) +y? 
sa ر‎ 4 = 


A função lagrangeana é dada рог 

L(x, y.) = (x - AY + y! - AQ? — 4x). 

Derivando L em relação às variáveis x, y e À, temos 
òL 


2 3L ay - 2 
sr Mt = 4) +44, RA Ui. e 


Igualando as derivadas parciais a zero, obtemos o sistema 
х+2А=4 
(1 = А) = 0 
-y + 4x = 0. 
Isolando A na primeira equação е substituindo na segunda, vem 
Y - 2) - 0, 
onde concluímos que 


y=0 ou 


2 


Se y = 0, a terceira equação nos dá x = 0, e da primeira resulta que A = 2. 


Se x = 2, a terceira equação nos dá y = 2V3, e a primeira nos dá А = 


Assim, os pontos (0, 0, 2) e (2, 2V2, 1) são pontos críticos de L e, portanto, os candidatos а extremantes condi- 
los de g(x, y) = (x — 4) + y! são (0,0) e (2,247). 


Como g(0, 0) = 16 е (2, 2V2) = 12, concluímos, auxiliados pela visualização geométrica da Figura 5.24, que 
ponto (2, 2⁄2) é a solução do problema. 


Figura 5.24 
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5.9.4 Problemas envolvendo funções de três variáveis e uma restrição 


Nesse caso, podemos visualizar o método fazendo um esboço do gráfico de g(x, y, z) = 0 e de diversas superfícies, 
de nível f(x, y, z) = k da função objetivo, observando os valores crescentes de К. 
Como podemos ver na Figura 5.25, no ponto extremante Po, os vetores grad fe grad g são paralelos. Portanto, nesse 
ponto, devemos ter 


Vf = A Vg, para algum número real А 


O método dos multiplicadores de Lagrange para determinar os potenciais pontos extremantes de W = f(x, y, 2] 
sobre g(x, у, z) = O consiste em definir a função lagrangeana 


PESINA) 


A 


Figura 5.25 


e determinar os pontos (x, у, z) tais que 


ou, de forma equivalente, 


— — 0, BOE Y) — 0. 


As hipóteses necessárias para a validade do método são análogas às da proposição 5.9.2. 
5.9.5 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar o ponto do plano 
2 +y + 3= 6 
mais próximo da origem. 


Solução: Nesse caso, queremos minimizar a distância 


Мё+у+ г, 


dos pontos do plano 2x + у + 3z = 6 até a origem. 
Como no Exemplo 2 da Subseção 5.9.3, vamos minimizar o quadrado da distância. Temos o seguinte problema: 
otimização: 
min (x? + y? + 27) 
sa 2x y +32 
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Para esse problema, a função lagrangeana é dada por 
L-2X ку + F = А(2х + у + 3: —6). 


Derivando L em relação às variáveis x, y, z e À e igualando essas derivadas a zero, obtemos o sistema 


2x-24-0 
2у-А=0 
22-3 =0 


2x +y + 32-6 =0 
ja solução é 


x 


Geometricamente, é claro que o ponto x 


Figura 5.26 


plo 2: Um fabricante de embalagens deve fabricar um lote de caixas retangulares de volume V = 64 cm”, Se 
do material usado na fabricação da caixa é de R$ 0.50 por centímetro quadrado, determinar as dimensões da caixa 
tornem mínimo o custo do material usado em sua fabricação, 


ção: Sejam x, у e z as dimensões da caixa, conforme a Figura 5.27. 


+ 


Figura 5.27 


O volume da caixa é dado por 


V= xyz 


sua área da superfície é 


у + 2xz + 2yz. 


Tue Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


O custo do material usado para a fabricação da caixa é dado por 


05 xy  2xz + 2yz] 
xy + xz + yz. 


C(x y. z 


Estamos, assim, diante do seguinte problema de otimização: 


min CÛ; y z) 


= +x + 
sa xyz = 4. 
A função lagrangeana, para esse problema, é dada por 
L(x, y, 2,۸4) = xy + xz + уг — A (xyz — 64). 


Derivando L em relação às variáveis x, y, z e À e igualando a zero as derivadas, obtemos o sistema 


Da última equação, segue que х 40, y #0 e z 0. 


- Das trés primeiras equações, concluímos que А + 0, pois em caso contrário teríamos x = 0, y = 0, 
[ Sabendo que A + 0 e isolando À nas duas primeiras equações, obtemos as seguintes equações equivalentes 
ate уж 
1 ms, yz 
d (x + zyz = (y + 2)xz 
xyz + у = xyz + хг? 
уё = х2 


y E 


Da mesma forma, trabalhando com a segunda e a terceira equação, temos que y 
Substituindo esses resultados na última equação, obtemos 


=V = 4. 


x 


Portanto, o único candidato a extremante condicionado da função custo C(x, y, z) é o ponto (4, 4, 4). O custo de 
material correspondente é 


C(4, 4, 4) = 48 reais. 


5.9.6 Problemas envolvendo funcóes de trés variáveis e duas restricóes 
Consideremos o seguinte problema de otimização 
max f(x, y, 2) 
sa g(x, yz) =0 
h(x, yz) = 0. 


Para visualizarmos o método, nesse caso, vamos supor que a intersecção das superfícies g(x, y, 2) = 0 e A(x, у, 2) =0 
seja uma curva C. Queremos determinar, então, um ponto de máximo, P», de f sobre C. Como nos casos anteriores, 
tracamos diversas superfícies de nível f(x, y, 2) = k de f, observando os valores crescentes de k. 

Observando a Figura 5.28, vemos que, no ponto Ph, a curva С tangencia a superfície de nível f(x, y, z) = k def 

Assim, Vf(P;) deve ser normal à curva C. 


m ——— M — 
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3t 


Дая xy sek 


Figura 5.28 


Temos também que Vg(/) e VA(P;) são normais à curva C. Portanto, no ponto Ph, os trés vetores Vf, Vg e 
são coplanares e, então, existem números reais A e и tais que 


Vf = Ng + нул. 


Observamos que, nessa argumentação geométrica, estamos supondo que os vetores Vg ¢ Уй são linearmente inde- 
tes. 
Temos a seguinte proposição. 


7 Proposição 

Seja A c IR? um conjunto aberto. Suponhamos que f(x, y, z) é diferenciável em A е que g(x, у, z) e A(x, y, z) 
derivadas parciais de 1º ordem contínuas em A. Seja B y. z) € Alg(x, y, z) = бе h(x, y, г) = 0}. Supo- 
, também, que Vg e Vh são linearmente independentes em B. Se P) é um ponto extremante local de fem B, 
existem números reais А e р tais que 


Com base nessa proposição, podemos dizer que os candidatos a extremantes condicionados de f devem satisfazer a 


a função lagrangeana L, nesse caso, é uma função de cinco variáveis, dada рог 


Lt А = foy 2) - Ag yz) иа sz) 


.8 Exemplo 
Determinar o ponto da reta de intersecção dos planos x + y + г = 2 e x + 3y + 2z = 12 que esteja mais pró- 


da origem. 


: Como no Exemplo 2 da Subseção 5.9.3 е no Exemplo 1 da Subseção 5.9.5, vamos minimizar o quadrado da 
i. Temos o seguinte problema de otimização 


min f(x, y, z) = л 
sa xtyti-l 
x3y42:-12. 


A função lagrangeana L é dada por 


L(x, y, z, ۸, ر + × = )ر‎ +  - ۸) + ج + ر‎ - 2( - шх + Зу + ج2‎ — 12). 


E— = 79 Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilincas e de superficie 


Derivando L em relação às variáveis x, у, z, À e и, vem 


=-(x+y+2-2) 


aL 
7 


-) + 3y + 2z - 12). 


Assim, a equação YL = O nos dá o sistema de equações lineares 
2х-А-и=0 
2у-А-3и=0 
z -À — 2y = 0 
х+у+г 
х+3у+2: 


Resolvendo esse sistema, obtemos 


? Rg 
; 52, 
10142 = ^s T 
Portanto, o ponto | — 733 € o único candidato a extremante condicionado de f. Geometricamente, é 


constatar que esse ponto constitui a solução do problema. 


5.10 Exercicios 


1. Encontrar, se existirem, os pontos de máximo e de — Nos exercícios 3 a 16, determinar os pontos críticos 
mínimos globais das funções: funções dadas. 
a 


а) z=4-2-y b) x xyx-5 id 2 + y!- 9. 
o z=x+y+4 d 2= У? + у? уа 


€) 2=senx coy 0 fay) =+ 


D 2= Уа 2r y Fyi. 


5 :-265-2y'- Pay 1. 


6. f(x. у) = cox + у?. 


2. ar se o ponto (0, 0) é ponto crítico das funções: 
ہے‎ +29 7. f(x, у) = cosx. 
8. 2-2y - 3! - бу +5. 
E 9. z-(x-2y «y. 


9 fey) praa 00*00 
0, (=. y) = (0,0). 


эу + 3y. 


=; 
їз. z= cos(2x + y). 


1 


-37 
ر‎ + 8x -6y 4 12, 

у= б, 

ey ану 


= жу 


xsen2y. 


am 8x + 2xy - 33! + ye. 


f(x, y) = x + 3xy? — 15x — 12у 


п? + 3xy + у? + 2x 2y +1. 


"ss duis. 


=x + ر‎ - 2 - 8у +7. 


=4ху-*-2у°. 


-— 
ر + ت‎ + 4 
= y eos x 


1 
Eq + day ر‎ a, 


IT 


imo da função dada, na região indicada. 


(0,2) (71,2)e( 


exercicios 17 а 34, determinar os pontos críticos das 
lassificando-os, quando possível. 


exercícios 35 a 43, determinar os valores máximo e 


F(x, y) = x + 2y; no retângulo de vértices (1, —2), 
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36. f(x,y) = y! +1; no círculo x? + y = 1. 


37. z- x! + у? - 2x — 2y; no triângulo de vértices 


(0,0), (3,0) e (0,3). 
38. z-senx + зеп у + sen (x +y); б=х=т e 
О=у=т. 


39. z = xy; no círculo 2 + y? = 1. 
40. г=ху;-2=х=2, -2=у52, 


x=0,y=0€ 


yj=lsasle-2sys? 


? + by? + c, analisar os pon- 
tos críticos, considerando qu 


4) a»0eb»0 
b) a<0eb<0 
e) a e b têm sinais diferentes, 


45. 


Um disco tem a forma do círculo x^ + y! = 1. 
Supondo que а temperatura nos pontos do disco é 
dada por T(x, у) = х? = x + 2yº, determinar os 
pontos mais quentes e mais frios do disco. 

46. A distribuição de temperatura na chapa circular 
geyzlé 


T(x, y) = x? + y! - 2x + Sy - 10. 


Encontrar as temperaturas máxima e mínima da chapa. 


47. Encontrar as dimensões de uma caixa com base retan- 
gular, sem tampa, de volume máximo, com área la- 


teral igual a 5 ст. 


48. Entre todos os triângulos de perímetro igual a 10 em, 
encontrar o que tem maior área. 


49. Encontrar o ponto da esfera х? + y? + 4 mais 


próximo do ponto (3, 3, 3). 


50. Em uma empresa que produz dois diferentes produ- 
tos, temos as funções de demanda 
Qi = 40 - 2А - 
0: =35- Pi- B 
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52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


onde Q,, i = 1,2, representa o nível de produção do 
i-ésimo produto por unidade de tempo e Р, i = 1,2, 
о» respectivos preços. A função custo é dada por 


С= QÎ + Qã + 10 
е а função receita é dada por 


R = ВО, + RO: 
a) Sabendo que lucro = receita — custo, encontrar a 
função lucro. 
b) Encontrar os níveis de produção que maximizam 
o lucro. 
с) Qual é o lucro máximo? 


Determinar о ponto Р(х, у, 2) do plano x + 3y + 2: = 6, 
cuja distância à origem seja mínima. 


Determinar três números positivos cujo produto seja 
100 e cuja soma seja mínima. 


Uma firma de embalagem necessita fabricar caixas 
retangulares de 64 cm” de volume. Se o material da 
parte lateral custa a metade do material a ser usado 
para a tampa e para o fundo da caixa, determinar as 
dimensões da caixa que minimizam o custo. 


Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a 
reta que melhor se ajusta aos dados: 


а) (1,2); (0.0) e (2,3). 
b) (0,1); (1,2); (2,3) е (2,4). 
Determinar as dimensões do paralelepípedo de 


maior volume que pode ser inscrito no tetraedro 
formado pelos planos coordenados e pelo plano 
T 

CANER 
Precisa-se construir um tanque com a forma de um 
paralelepípedo para estocar 270 m” de combustível, 
gastando a menor quantidade de material em sua 
construção. Supondo que todas as paredes serão 
feitas com o mesmo material e terão a mesma espes- 
sura, determinar as dimensões do tanque. 


Nos exercícios 57 a 61, determinar os pontos de máximo. 
elou mínimo da função dada, sujeita às restrições indi- 
cadas: 


57. 


58. 


= ну х+у=1 


g 


= ху; 2X + y! 16. 


2+у +2; х+ужа 


Јо, y 


Determinar о ponto do plano 3x + 2y + 4z = 12 
para o qual а função 


Дх, у, 2) = x + 4j? + 52? 
tenha um valor mínimo. 
63. A reta r é dada pela intersecção dos planos 


x+y+z=le2r+3y+z=6. 


Determinar o ponto de 1 cuja distância até a origem 
seja mínima. 
Determinar a distância mínima entre o ponto (0, 1) € 


acura x? = 4y. 


Encontrar os valores extremos de z = 2xy sujeitos а 


condição x + y = 2. 


66. Determinar o ponto do plano x + y 


distância ao ponto (1, 1, 1) seja mínima. 


=1 cuja 
67. Mostrar que o paralelepípedo retângulo de maior vos 


lume que pode ser colocado dentro de uma esfera tem 
a forma de um cubo. 


68. Calcular as dimensões de um retângulo de área mde 


xima inscrito em uma semicircunferéncia de raio 2. 


Neste capitulo apresentaremos a derivada direcional de uma função 
escalar e de uma função vetorial. O uso do gradiente é introduzi- 
do, facilitando o cálculo da derivada direcional e de suas aplicações. 
Também analisaremos combinações especiais das derivadas parciais 
de uma função vetorial f (x, y, z). Surgem, então, o divergente e 
o rotacional de f (x, y, 2). 


Veremos que campos vetoriais podem ser definidos a partir de 
campos escalares e vice-versa. 


Campos Escalares e Vetoriais 


uma região D do espaço, podemos associar а cada ponto de D uma grandeza escalar ou também uma grandeza 
о mundo físico, fazemos isso fregUlentemente, Por exemplo, dado um corpo sólido 7, podemos associar a cada 
pontos a sua temperatura, Dizemos que um campo escalar está definido em T. 


о de um fluido em movimento, a cada partícula corresponde um vetor velocidade v. Nesse exemplo, vemos 
vetorial está definido em D. 


a seguir que um campo escalar é definido por uma função escalar, e um campo vetorial, por uma função 


Definição 

D uma região no espaço tridimensional e seja f uma função escalar definida em D. Então, a cada ponto 

f associa uma única grandeza escalar f (P). A região D, juntamente com os valores de fem cada um de seus pon- 
da campo escalar. Dizemos também que / define um campo escalar sobre D. 

Exemplos 

1: Se D é um sólido no espaço e p а densidade em cada um de seus pontos, p define um campo escalar 


2: Seja Р um sólido esférico de raio r cuja temperatura em cada um de seus pontos é proporcional à dis- 
ponto até o centro da esfera. Usando um sistema de coordenadas cartesianas adequado, descrever a função 
Т que define o campo de temperatura em D. 


Tracamos um sistema de coordenadas cartesianas cuja origem coincide com o centro da esfera (ver Figura 


ncia de um ponto qualquer P(x, y, z) do sólido esférico até o centro é dada por d = Vx? + у? + 2, 
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Como a temperatura em P(x, y, 2) é proporcional à distância de P até o centro, a função que define o 
temperatura é dada por T (x, y, z) = KV? + y + 22, onde k é uma constante, 


Exemplo 3: Um tanque 7 tem a forma de um cilindro circular reto de raio 1 m e altura 3 m. O tanque está 
uma substância líquida. Cada partícula dessa substância está sujeita a uma pressão que é proporcional à dist 
partícula até a superfície livre do líquido. Usando coordenadas cartesianas, definir uma função escalar que 
campo de pressão no interior de T. 


Solução: A Figura 6.2 mostra o tanque 7. O sistema de coordenadas cartesianas foi traçado de tal forma que sua, 
coincide com o centro da base do tanque, 
A distância de uma partícula qualquer О(х, y, z) até a superfície livre do líquido é dada por d = 3 = z. 
Portanto, a função Р(х, у, г) = К(3 = г), onde k é uma constante de proporcionalidade, define o €: 
pressão no interior de Т. 


Figura 61 Figura 6.2 


Exemplo 4: Um campo minado consiste de uma região de combate R, em que previamente são escolhi 
aleatórios, nos quais se colocam explosivos, Esse campo pode ser descrito pela função escalar que associa a. 
de R em que existe uma mina o valor 1 e aos demais pontos de A, o valor 0. 


6.1.3 Definição 

Seja D uma região no espaço e seja f uma função vetorial definida em D. Então, a cada ponto P € D, Й 
um único vetor f (P). A região D, juntamente com os correspondentes vetores f (P), constitui um campo 
Dizemos também que / define um campo vetorial sobre D. 


6.1.4 Exemplos 


Exemplo 1: Seja D a atmosfera terrestre, А cada ponto P € D associamos o vetor V ( P) que representa a 
dade do vento em P. Então V define um campo vetorial em D, chamado campo de velocidade, 


yi + x) define um campo vetorial sobre IR. 


Exemplo 2: f(x,y) = 


Exemplo 3: f(x, y, z) = (x, y, =z) define um campo vetorial sobre IR. 


Frequentemente, identifica-se um campo escalar com a função escalar que o define, Da mesma forma, uma! 
vetorial é identificada com o campo vetorial definido por ela. 
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.5 Representação geométrica de um campo vetorial 


Podemos representar graficamente um campo vetorial f definido em uma região D. 


Para isso, tomamos alguns pontos P € D e desenhamos o vetor f (Р) como uma seta com a origem P (traslada- 
lelamente da origem para P). Podemos visualizar o campo vetorial, imaginando a seta apropriada emanando de 
ponto da região D. 


.6 Exemplos 


Seguem exemplos de campos vetoriais: 


plo 1: f(x,y) - xi 


f define um campo vetorial em IR? A todos os pontos do eixo y, 7 associa o vetor nulo. Aos pontos que estão sobre 
x= 1, f associa o vetor 7. De forma geral, f associa a todos os pontos que estão sobre uma reta verical x 


ai. А Figura 6.3 mostra esse campo, 
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Figura 6.3 


plo2: /(xy) = xi + yj. 


A função vetorial f associa a cada ponto (x, y) do plano o seu vetor posição 7 = xí + yj. Para representar o 
Iragamos algumas retas que passam pela origem e algumas circunferências com centro na origem, Desenhamos 
's correspondentes aos pontos de intersecção das circunferências com as retas. 
А Figura 6.4 mostra esse campo, que é denominado campo radial 


Figura 6.4 | 


тту 
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Exemplo 3: f(s) = si 
ER 


Nesse exemplo podemos observar que, para qualquer ponto (х, y), F (x, y) é um vetor unitário. Além dis 


7 = xi + у] éo vetor posição do ponto (x, y), o produto escalar 


PG) 


io 7, sendo, portanto, tangente à circunfer& 


Isso nos diz que o vetor / (x, y) é perpendicular ao vetor posiçã 
centro na origem e raio |7 | 

A Figura 6.5 mostra esse campo, que é chamado de campo tangencial. Fisicamente, ele pode repre: 
de velocidade em um movimento circular. 
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Figura 6.5 
Exemplo 4: f(x,y, z —L = xi + yj + zk ek > 0 constante, 
Irt 


E 

ele é usado pa 

outra partícula de massa т localizada no ponto Р(х, у, 
Para ilustrar esse campo, observamos que: 


ções. Em Fisk 
origem, sobre 


е campo é chamado de campo radial de quadrado inverso e ocorre fregiientemente nas apli 
descrever a força de atração gravitacional de uma partícula de massa M, situa 


) 


a) f(x, y, z) não é definido na origem; 


b) ffG v2) =k 


to é, o módul S 
o é, o módulo AN 


= x 
M La 
é inversamente proporcional Sea sa 


do vetor f(x, 


ao quadrado da distância do ponto (x, у, 2) até a 5 
origem; — ~ 
9 m КЕ 
€) f(x у, 2) é um múltiplo escalar negativo do A NUN 
vetor posição 7. Portanto, ele tem a mesma J с, / f AN ` 
direção de 7 e aponta para a origem. + ^ 


A Figura 6.6 mostra o campo. 
Figura 6.6 
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lo 5: A Figura 6.7 mostra o esboço de diversos campos vetoriais que ocorrem nas aplicações. Na Figura 6.7a 

um campo de velocidade de um fluido em movimento e na Figura 6.7b temos um campo de força eletrostática, 
ão de duas cargas de sinais opostos. 

Ê Figura 6.7c nos mostra um campo de velocidade em um volante em movimento circular uniforme. Na Figura 6.7d 
o campo de velocidade de um redemoinho. 


» 
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Exercícios 


йоз 1 a 7, representar graficamente osseguintes д F(x, y) = 27 


fT 887 Cálculo B- Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 
— 


8. Suponha que a temperatura em um ponto (x, y, z) do 
espaço é dada por x? + y? + 22, Uma partícula P se 
move de modo que no tempo г а sua posição é dada 
por (t, 2,0). 

3) Identificar a função escalar que nos dá a tempe- 
ratura em um ponto qualquer do espaço. 

b) Identificar a função vetorial que descreverá o 
movimento da partícula P. 


c) Determinar a temperatura no ponto ocupado pela 


partícula em t = 


2 


9. O campo vetorial f = =] apro- 


х2 + у? 
xima o campo de velocidade da água, que ocorre 
quando se puxa um tampão em uma canalização. 
Representar graficamente esse campo. 


10. Seja D um sólido esférico de raio r. A temperatura em 
cada um de seus pontos é proporcional à distância do 
ponto até a superfície da esfera. 

a) Usando coordenadas cartesianas, determinar a 
função que define o campo de temperatura. 
b) Determinar as superfícies isotermas do campo de 
temperatura em D, isto €, determinar as superfi- 
ies em que a temperatura é constante. 

11. As funções a seguir definem campos vetoriais sobre 

Т. Determinar e fazer os gráficos das curvas em que 


IF | € constante. 


0-357. 


12. Um tanque tem a forma de um paralelepípedo retán- 

gulo cuja base tem dimensões 1 m e 2 m e cuja altura 

é 1,5 m. O tanque está cheio de uma substância com 

densidade variável. Em cada ponto, a densidade é 

proporcional à distância do ponto até a superfície 

superior do tanque, 

3) Determinar a função que define o campo de den- 
sidade. 

b) Determinar as superfícies em que a densidade é 
constante, 


13. A temperatura nos pontos de um sólido esférico é 
dada pelo quadrado da distância do ponto até o cen- 
tro da esfera. Usando coordenadas cartesianas, deter- 
minar o campo de temperatura. 


14. Um campo minado tem a forma de um ret 
lados a e b. O campo foi dividido em pequenos, 
gulos de lados a/m e b/n, m e n inteiros positis 
explosivos foram colocados nos vértices desses; 
gulos, Usando coordenadas cartesianas, 
analiticamente esse campo. 


As funções a seguir definem campos vetoriais: 


Determinar e fazer os gráficos das curvas em 
tem direção constante. 


. O campo f(x,y) = yi — x) representa a 
dade de um volante em rotação rígida em 
eixo г. Descrever graficamente o campo. Qual o) 
tido do movimento de rotação? 


17. Um furacão se desloca na superfície 
atingindo uma faixa retilínea de 20 km de li 
zona central da faixa (2 km de largura) a ve 
do vento é de 200 km/h. Nos demais pontos є 
por V = 200 — 14x, onde x é a distância do 


até o centro da faixa. Esbogar o campo. 


18. Seja Р, um ponto fixo no espaço e seja d(P, 
distância de um ponto qualquer P até P. Se 
coordenadas cartesianas (хо, Yo; zo) e P = PE 


descrever analiticamente esse campo. 


19. Uma cidade x está localizada a 1.100 m 
nível do mar. O plano diretor da cidade prevé а 
trução de edifícios, desde que eles não ul 
cota de 1.140 m. O relevo da cidade é bastante i 
lar, tendo partes altas e baixas. Definimos um 
escalar em x, associando a cada ponto P a 
máxima que poderá ter um edifício ali K 
Descrever analiticamente esse campo. 


20. a) Escrever uma função vetorial em duas dis 
que defina um campo radial, cuja inte 


ual a 1. 


b) Escrever uma função vetorial em trés di 
que defina um campo radial, cuja intens 
igual a 1 


c) Escrever uma função vetorial em duas di 
que defina um campo vetorial tangencial 
tensidade em cada ponto (x, у) é igual а 

cia desse ponto até a origem. 
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3 Derivada Direcional de um Campo Escalar 


Vejamos os seguintes problemas: 


lema 1: Suponha que um pássaro esteja pousado em um ponto А de uma chapa R cuja temperatura T é função 
pontos dela. Se o pássaro se deslocar em uma determinada direção, ele vai “sentir” aumento ou diminuição de tem- 
? (Ver Figura 6.8.) 


lema 2: Suponha que, em outra situação, podemos conhecer a temperatura do ar nos pontos do espaço por meio 
função T (x, y, 2). Um pássaro localizado em um ponto Р deseja resfriar-se o mais rápido possível. Em que 
€ sentido ele deve voar? 
Essas e outras situações podem ser resolvidas tendo o conhecimento da derivada direcional. 


Figura 6.8 


4 Definição 
ideremos um campo escalar / (x, у, г). Escolhemos um ponto Р no espaço e uma direção em Р, dada por um 


апо P. Seja C uma semi-reta cuja origem é Р e possui a direção de B e seja О um ponto sobre C cuja distán- 
[РЄ з (ver Figura 6.9). Se existir o limite 


— مص سام co‏ 


lo derivada direcional de f em P, na direção de B. 


Figura 6.9 


os que: 


O quociente é a taxa média de variação do campo escalar f, por unidade de comprimento na 


HO) = ft?) 
H 


à > 
direção escolhida. Assim, Lp) é a taxa de variação da função f, na direção de Б, no ponto P. 

lo ao Problema 1, podemos dizer que a resposta para a pergunta proposta será encontrada mediante a análise 
variação da temperatura em relação à distância, no ponto A, quando o pássaro se move na direção dada. Logo, 
encontrar a derivada direcional da função temperatura. 


E 
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2) Existe um número infinito de derivadas direcionais de f em Р. 
is aeg LE 


ax dy д: 


3) Аз derivadas parci em P, são as derivadas direcionais de f nas direções de Pa 


respectivamente. 


6.3.2 Exemplos 
Exemplo 1: Calcular a derivada direcional do campo escalar f(x, y) = х? + y^, em P(2, 1), па 
ў=-ї+2]. 

O vetor unitário na direção de Y é 


12 
Wi 22 e (a 5) rauca, 


O triângulo QRP é sei 
vs Dm 
—- 2, -— 

triângulo MNP. Portanto, PR = vs onde s = РО. 


As coordenadas do ponto Q são (2 ЕЕ 2) 


Aplicamos agora a definição 6.3.1. Temos 


LOSE) im” fe- ve tva) ар 
7 


= lim SM — - lim 
p s LE 


Exemplo 2: Determinar a deriva 


direção do vetor d = Г +2] + 2%. 
Nesse exemplo, ilustramos um procedimento alternativo para encontrar a derivada direcional, utilizando 
parametrização de C pelo comprimento de arco. 


A Figura 6.11 mostra o ponto P e a semi-reta C, com origem em Р, na direção de à. 


?, em P(1, 2, 


la direcional do campo escalar f(x, y, 2) = x° + y^ — 


5 
Figura 6.10 
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Uma parametrização de C é dada por 7 (1) = (1 + t,2 + 20,2 + 21), t = 0. 
Reparametrizando C pelo comprimento de arco a partir de P, obtemos 


h(s) = (1 + 


Como o ponto Q é um ponto de C, suas coordenadas são (1 + 
Portanto, aplicando a definição 6.3.1, vem 
Ка 
3Y «(2 
(i aet 


Ho) -(*4-8) 


ôf pj = 
Б; DT 


lo 3: Supor que a derivada parcial de f (x, y) em relação а x em um ponto P existe, Verificar que essa deriva- 


| Çal à derivada direcional de f (x, y) em P, na direção b 


A Figura 6.12 nos auxilia nessa veri 


D 
A 
A 
СУ 
Bf py E gm A(O) =f (PF) а 
às (OI im Ах Эх (РУ 
cálculo de “ep, usando a definição 6.3.1, é bastante trabalhoso. Podemos facilitá-lo, usando as derivadas par- 
s 
IP ordem de fem P. Para isso, vamos utilizar o gradiente de f em um ponto Р. 
Gradiente de um Campo Escalar 
ja f(x, у, 2) um campo escalar definido em um certo domínio. Se existem as derivadas parciais de 1º ordem de 
“domínio, elas formam as componentes do vetor gradiente de f. 
Definição 
gradiente da função escalar f (x, y, z), denotado por grad f, é um vetor definido como 
gradf= Di + Dj 
x 
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6.4.2 Exemplos 


Exemplo 1: Encontrar o gradiente dos campos escalares: 


а) f(nyz-2(0€*»)-2: b) g(x у) =x tet 
Usando a definição 6.4.1, temos 
a) gradf = 47 +4у] — 2z k; b) gradg = i e. 


Exemplo 2: О gradiente de um campo escalar f(x, y, z) define um campo vetorial denominado сатро 


Esbogar o gráfico do campo gradiente gerado pela função 


fy z) -ie жу нау 


Temos que. 
gnudf = x yj *zk. 
O gráfico desse campo pode ser visto na Figura 6.13, 


Figura 6.13 


Exemplo 3: Calcular o gradiente de f(x, y) = 2х2 + y, em PQ, =1). 
Temos grad f = 4х7 +2y); grad f(2, -1) = 87 — 27. 


Exemplo 4: Em uma esfera metálica de raio 3 cm, a temperatura T(x, y, z) em cada ponto é proporcional 
cia do ponto até a superfície da esfera, sendo 1 o coeficiente de proporcionalidade. Representar geometrii 
campo gradiente gerado por T (x, y, 2). 

A Figura 6.14a mostra a esfera metálica de raio З cm, centrada na origem. 

A temperatura é dada por 


-Vety +. 


3 


T(x y, z) 


= EJ = 
Portanto, grad T = ( Uu Ju ) 
5 Мё+у+а Vety ti Vésysd 


O campo gradiente está representado na Figura 6.14b. 
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[comum denotarmos o grad f como Vf, onde V (lê-se nabla ou del) representa o operador diferencial 


Figura 6.14 


Propriedades 
jam fe g funções escalares tais que existam grad f e grad g e seja c uma constante, Então: 
grad (cf) = c grad f 
grad (f + g) = grad f + grad g 
grad (fg) = f grad g + g grad f 

grad ad g 
pad (7/8) = Bad Lo 


o item (с). Supondo f = f (x, y, 2) e g 


à 28 vd > 
Us) = 5; Ую? + 3, 00] + s (EÊ 


-(-# 


g(x, у, 2), temos 


tação geométrica do gradiente 


ideremos uma função escalar f(x, y, 2) e suponhamos que, para cada constante k, em um intervalo 1, a 
representa uma superfície no espaço. Fazendo k tomar todos os valores, obtemos uma família de 
1 da função f. 


Proposição 
ga f uma função escalar tal que, por um ponto P do espaço, passa uma superfície de nível 5 de f: Se grad f + 0 
estão grad f é normal a 5 em P. 


Tx Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superficie 


Prova: Seja C uma curva no espaço que passa por P e esteja conti 
na superfície de nível 5 de f (ver Figura 6.15). 
Representamos C por 


FO = (0) + y(07 + z()K- 
Como C está contida em 5, temos que 
FOW, vt), 2(0) 
Derivando em relação a t, vem 


af dx ر‎ af dy | əf dz 
dolo MeL 
ax dt "дуй дй ° 


Figura 6.15 


a 
Como b € tangente à curva C em Р, segue que Vf é normal à curva C em P. 


Como C é uma curva qualquer de S, concluímos que grad f é normal à superfície S. 
6.4.5 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar um vetor normal à superfície z = х? + y^ no ponto P(1, 0, 1). 
A superfície z = x? + y? pode ser escrita como f(x, y, z) = 0, onde f(x, y, 2) = х? + y! — z. 


Dessa forma, um vetor normal a z = x^ + y? no ponto P é dado por grad ДР). 
Como 


“А 


grad f =2хї + 2yj — К, 


em P(1, 0, 1), temos grad f (1,0,1) = 27 — K. 


EN 


Portanto, o vetor 27 — Ё é normal ao parabolóide z = x? + у? em P(1, 0, 1), conforme ilustra a Figura б. 


Figura 6.16 


Exemplo 2: Determinar um vetor perpendicular à circunferência x^ + у? = 9 no ponto P(2, V5). 
Nesse exemplo, temos que x? + y^ = 9 é uma curva de nível da função 


f(xy) 


Portanto, se Vf (P) + 0, ele é perpendicular à circunferência dada. Temos 


xy -9 


grad f = (25,2); — grad f(P) = (4,2V55). 


Logo, no ponto P(2, V 5), o vetor 4i + 2V/ 5j é perpendicular à circunferência x? + y? 
a Figura 6.17. 


9, conforme i 
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Figura 6.17 


Cálculo da derivada direcional usando o gradiente 


2 о vetor posição do рото P. Então, F(s) = x(s) i y()] + z(s)K = @ + bs, onde s=0 6o 
comprimento de arco, é uma equação vetorial para a semi-reta C (ver Figura 6.18). 


Figura 6.18 


derivada direcional pi (Р), na direção Б, em P, é a derivada da função f (x (s), y(s), z(s)) em relação a s em Р. 
indo que f (x, y, z) possui derivadas parciais de 1º ordem contínuas e aplicando a regra da cadeia, temos 


q 


tituindo 
UFU EID ES 5 
= оу) ru em Dem 
(P) = b - grad (P). o 
7 Exemplos 
plo 1: Determinar а derivada direcional de f(x, y, z) = 5x? — бху + z, no ponto P(-1, 1, 0), na direção do 


2i —5] +2k. 
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| Temos 
grad f = (10x — 6y 


O vetor unitário na direção dada é 


Т 6х] +K; gradf(-1,1,0) = -161 + 6j +K. 


2i -sjs2k 2i -5j +28 


Г = 
pi – 5] + 2ҝ] а +25 +4 


Portanto, usando (2), temos 


fe (tas da) 22º (19) 4 —5-6 —20\33 
000) (m VE бз GS D ur TUS T VAS п 


| Exemplo 2: Determinar a derivada direcional de f (x, y, z) = x? + у? + 22, no ponto. 2(1. 2 


vetor que une P a о(-2, 0, 1) 


Temos 


grad f = 227 + 2yj + 2:k; ES 
O vetor unitário na direção dada é 


3 x zie 
< i E = [БЕ 
: о eds md oco (6 EET 
z 1Р0] У ws 
14 Portanto, usando (2), temos 
j af. 
às 


O gradiente como direção de máxima variação 
6.4.8 Proposição 
Seja f (x, y, 2) uma função escalar que possui derivadas parciais de 1º ordem contínuas. Então, em cada 


para o qual Vf + 0, o vetor Vf aponta na direção em que f cresce mais rapidamente. O comprimento do vetor VÊ 
taxa máxima de crescimento de f. 


Prova: Como “ (Р) = B + Vf, usando a definição de produto escalar, temos 


à : Е 
ра (Р) = [B] - [Vf |cos Ө, onde 8 é o ángulo entre os vetores Vf e B. 
Como B é unitário vem 


2 oy = |Vf| cos 0. 


à е 
O valor máximo de x (P) é obtido quando escolhemos 6 = 0, isto é, quando escolhemos b com a mesma dir 
e sentido de Vf. É 


ESE, 
Nesse caso, = (P) = |971. 


Assim, o vetor Vf aponta na direção em que f cresce mais rapidamente e seu comprimento é a taxa máxima! 
crescimento de f. 
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plo 1: No caso do Problema 2, apresentado no início da Seção 6.3, podemos dizer que, se grad T 0 em Р, 
se resfriar o mais rápido possível, o pássaro deve voar па direção e sentido de = grad ТР). 


.9 Exemplos 


plo 2: Seja f(x, y, z) › 
3) Estando em (1, 1, 2), que direção е sentido devem ser tomados para que f cresça mais rapidamente? 


af 


às 


B) Qual é o valor máximo de 2 (1, 1,2)? 
jo de (a): Estando em (1, 1, 2), devemos tomar a direção e o sentido do vetor 


Vf(1,1,2) = -27 - 2j +k 


[gue f cresça mais rapidamente, 


de (b): O valor máximo de. а (1,1,2) é dado por |Vf(1,1,2)| 


Exemplos de Aplicacóes do Gradiente 


llo 1: (x,y,z) = 10-22 — uma distribuição de temperatura em uma região do espaço. Uma 
P, localizada em P,(2, 3, 5) necessita esquentar-se o mais rápido possível, Outra partícula Р, localizada em 
=1,0) necessita resfriar-se o mais rápido possível, Pergunta-se: 

39 Qual a direção e o sentido que P, deve tomar? 

B} Qual a direção e o sentido que P; deve tomar? 


Ж) Qual £a taxa máxima de crescimento da temperatura em P, e qual é a taxa máxima de decrescimento da tem- 
peratura em Р? 


2 Temos que 


grad T = (—2х, -2, - 22). 


Como P, necessita esquentar-se o mais rápido possível, deve tomar a direção e o sentido do 
grad T(2,3,5) = (=4, =6, -10). 

Como P. necessita resfriar-se o mais rápido possível, deve tomar a direção e o sentido do vetor 
E Brad 7(0, —1,0) = — (0,2, 0) = (0, 72,0) 

A taxa máxima de crescimento da temperatura em P, é dada por 

[ктай Т(2, 3, 5)| = V152. 

A taxa máxima de decrescimento da temperatura em Р, é | 
grad 7(0, —1,0)] = 


lo 2: Um alpinista vai escalar uma montanha, cujo formato é aproximadamente o do gráfico de 
= x! — y г > 0. Se ele parte do ponto F;(4, 3, 0), determinar a trajetória a ser descrita, supondo que ele 
sempre a direção de maior aclive. 


Seja 7 (r) = (x(1), y(t), z(£)) a equação da trajetória do alpinista, 

ialmente, vamos determinar a projeção r, (t) = (x(t), y()) de 7 (1) sobre o plano xy. 

plano xy, a direção de maior aclive da montanha é dada por V f, onde f = 25 — x? — у? Como o alpinista deve 
na direção de maior aclive, o Vf deve ser tangente à projeção 7, (г) da trajetória. 


X EN! ani 
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Fazemos, então, 


TG) = grad f(7 (0)) 


ou 


Resolvendo (1), vem 


ou 


Para particularizar as constantes Су e Cz, lembramos que o ponto de partida do alpinista, correspondente a 
(4,3,0). 
Portanto, x(0) =4 e y(0) = 3 е, dessa forma, C, =4 e С. = 3. Logo, a projeção de 
T) = (467, 3077?) e a trajetória é dada por 
T(r) = (4272, 3е72,25 — (de NY? — (3e?) = (4e, 3677,25 — 2504). 


A Figura 6.19 ilustra esse exemplo. 


Figura 6.19 


Exemplo 3: A Figura 6.20 mostra as curvas de nível da temperatura 7 (x, y) da superfície do oceano de ums 


1 
minada região do globo terrestre. Supondo que T (x, y) é aproximadamente igual a x — ү; 
a) Qual £a taxa de variação da temperatura nos pontos P;(2, 3) e (4, 1), na direção nordeste? 


b) бе пдо conhecermos a forma da função T (x, y), como poderemos encontrar um valor aproximado pars 
de variação do item (a)? 
€) Qual é a taxa máxima de variação da temperatura em P;? 


Solução de (a): А taxa de variação da temperatura é dada pela derivada direcional. Considerando que um vetor 


1 1 
na direção т deste é (a, 4j: jue grad -(1- 
oS e Vg Vi) e sue trad f 


ara ges or 


de (b): Se não conhecermos a forma da funçã 
na direção nordeste no ponto Р, Basta observar 
6.20 e assinalar as temperaturas a nordeste: —1º, e 
IP. А seguir faz-se o quociente 
="-0 
Ikm ^ 


1 km é a distância aproximada entre os dois pontos cujas 


ras foram observadas, 


nto, =1 grau/km é o valor aproximado da taxa de 


da temperatura, em / na direção nordeste. 
ente, temos que 
-X - (=1º) 


04 km 


2,5 grau/km 


aproximado da taxa de variação da temperatura em 
amos que os valores encontrados em (a) são apro; 


de (e): А taxa máxima de variação da temperatura 


Encontrar a equação da reta tangente à curva. 
É = 4 no ponto (УЗ, 1), usando o gradiente. 


Analisando a Figura 6.21, vemos que a 
da reta tangente a uma curva de nível 
I = k, em um ponto (Хо, Jo), pode ser encontrada 


+ ر‎ e = xo + у]. 
exemplo, temos que f (x, y) = 
(2), vem 


2 + у?е (УЗ, 


= £ (2,3) = уро, 


J, poderemos calcular а taxa de variação média da tem- 


Israd (A) = T (25) =2 


ana En 
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3). 


lo 


a 
a 


Figura 6.20 


Р, na direção nordeste. 
Ximadamente оз mesmos encontrados em (b). 


em № é dada por 


Figura 6,21 


Q 


1). 


Vf) - [(х, у) = (V5,1)] =0 


ques 


w 


ED 
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(23,2) (x - V3, y - 1) =0 
2V3(x – V3) + Xy - 1) =0 
2W3x+2y-8=0 


Portanto, 2W3x + 2y — 8 = 0 é a equação da reta tangente à curva x^ + у? = 4, no ponto (V3, 1). 


Exemplo Potencial de um campo elétrico. 
Consideremos uma carga elétrica positiva Q, situada A 
ma origem do plano xy, conforme Figura 6.22. 
Da Física, temos que o potencial V, a uma distância г D 
da carga Q, é constante e é dado por V = =. y d 
Assim, as curvas equipotenciais Н 
no plano ху, isto é, as curvas de potencial constante, são as SA 
circunferências de equação па) 
2 а aet 
x-y-nr20 * 


Figura 6.22 


Seja Р(х, y) um ponto de uma curva equipotencial. 
Se colocamos em P uma carga unitária positiva q, esta 
sofrerá, segundo a lei de Coulomb, uma repulsão. O campo elétrico Ё, gerado рог O, no ponto P, tem a direção do) 


7 = xi + у] e sua intensidade é dada por 


I m ———— m 


Vamos agora determinar o gradiente do potencial У e compará-lo com (3). 
Como o potencial V é 


temos 
aV Qy É 
EO Up uda ОЕ а mr 
We tay! “л ууй! c gre уун” É 
Segue que, se conhecermos o potencial V, podemos determinar o campo elétrico E, pela fórmula 


E=-w. 
Também podemos encontrar a taxa de variação do potencial V, na direção 7, no ponto P. Basta calcular a 


direcional. Temos 


av 
S DT WO 


"(ore e 


2220 


av z 
expressão 7. (P) = = [Ë| nos mostra que o potencial V decresce à medida que nos afastamos da carga О na 
do vetor 7 = xi + yj. 


Nisualizando о campo elétrico Ё representado na Figura 6.23, vemos que, para aumentar o potencial de uma carga 
é necessário deslocá-la em sentido contrário ao do campo elétrico. 


lo 6: Um potencial elétrico é dado por V ys Encontrar a intensidade do campo elétrico no ponto (1, 0). 


Conforme o exemplo anterior, temos 


-( =40x ) 
е Tuam 
É(1,0) = grad (1,0) 

= (-40,0) 


=-40i. 
Portanto, 
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6.6 Exercícios 


1. Calcular, usando a definição, a derivada direcional do 
campo escalar f(x,y) no ponto indicado e па 


direção V = 7 + j 
a) f(x,y) = 2х2 + 2y em Р(1, 1). 
b) f(x, y) = 2x + yem P(-1,2). 
€) f(x,y) = Mem P(O, 1). 
Nos exercícios 2 a 6, calcular, usando a definição, a 
derivada direcional no ponto e direção indicados: 
2. f(x,y) = x — y PO, 2) na direção de 
i «aj. 
3. f(x,y,z) 
positivo do: 


ху + z, P, 1, 0), na direção do eixo 


4. f(x,y) = 2x + Зу, P(-1, 2), na direção da reta 
у= 2х. 


5. f(x, y) =2 — х? — y, РІ, 1), na direção do 


vetor tangente unitário à curva C : r(r) = (6,2) 
em PC, D). 
6. f(x, y, z) = 2x + 3y = z, PCI, 1, =1), na direção 


do eixo positivo dos y. 


Nos exercícios 7 а 17, calcular o gradiente do campo 
escalar dado. 


7. f(x yz 


Xy + xz + yz. 
B. f(x yz) = x? + 2y! + 422. 
9. f(x, y) = 3xy! - 2y. 

10. f(x, у, 2) = Vaye. 

її. f(x,y,z) =z- Ух + у. 


12. f(x, y) = e. 
13. f(x, y) = arctg xy. 
ea 
У 


14. f(x у) 


15. f(x,y,z) = 2xy + yz! + Inz. 


*y 


16. f(x,y,z) = 


z 


17. f(x, yz) = ze, 
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Nos exercícios 18 a 24, representar geometri 
campo gradiente definido pela função dada: 


1 p 
18. u(x, y, 2) = (+ y! 2. 


19. u(x, y) = 2х + 4y. 


1 
20. цу) = o 


21. u(x, y) 


22. u(x, y) = è + y. 
23. u(x, y) = 2x - y. 
24. u(x, y, 2) = 2x + 2y? + 22. 


25. Seja f(x, у) = 2x? + 5y?. Representar geor 
mente V (ху, yp), sendo (хо, у) dado por 


a (1,1) FF ED 


9) (м), 


26. Dados a(i 3e 2) eatunção f yr = 


determinar o ângulo formado pelos vetores Vj 
e vf (B). 


27. Provar as propriedades (a), (b) e (d) da Sı 
643. 


28. Determinar e representar graficamente um vetor 
mal à curva dada no ponto indicado: 


a) 22 + 3y = 8; P(, V2) 
2x; P(-1,2) 
с) x*y-8P(22) 


dod 
see 
à 295) 


29. Determinar um vetor normal à superfície dada 
ponto indicado e representá-lo geometricamentes 


a) эх + ر5‎ + 3e = 10: (12,9) 


b) ر‎ 


d) y 


€) 22 = х? + y P(1,1,1). 


30. Traçar as curvas de nível de f(x, y) = 
ac passem polos ponto (1, 1): (1 =2) e C 


os 
2 1). 


31 a 35, determinar uma equação para a 
& curva dada, nos pontos indicados: 


RA 1), A4). 
De = i A(A,1). 
F 


vetores 


у/@,1), 970,2) e 


=4 8-3,1). 
к (3,1). 
k F2, 0). 


36 a 40, determinar uma equação vetorial 
normal à superfície dada, nos pontos indicados: 


+ y! —1,P(1,1,1). 
y ez = 4, R1 V2) AU, 1, - V2). 
Ey - г, Р,(3, 4,5). 


L ao ж) na direção V = 21 — 7: 
df. у) = Зл? — 25 (xo 9) = (1,2) 


F y) = е Ge X) = (71.2) 


lar as derivadas direcionais das seguintes 
nos pontos e direções indicados: 
F(x, y) =e “cos y em (0, 0) na dii 
forma um ângulo de 45º com o eixo positivo dos 
=, no sentido anti-horário. 

(x, y, z) = 4x* — Зу? + z em (71, 2, 3) na 
direção da normal exterior à superfície 
JP + y? + {2 = 4, no ponto P(1, 1, V2). 


iios 43 а 47, determinar a derivada direcional 
dada; 


yz) = 3х? + Ay! + z, na direção do vetor 

T 2j 42K. 

x. y, z) = xy + xz + yz, na direção de máximo. 
mento de f. 


(х,у) = x + y na direção da semi-reta 
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46. f(x, y) -4- x* 


. na direção de máximo 


decrescimento de f. 

47. f(x,y,z) = V1 — x? — y! — 2, na direção do ve- 
trd-ie]jK 

48. A derivada direcional da função w = f(x, y) em 


Py(1, 1) na direção do vetor Р, È, P,(1,2), 


2,ena 


direção do vetor B È 


(2,0), €4. Quanto vale 7 


em P, na direção do vetor B Û, onde 0 é a origem? 
49. Em que direção devemos nos deslocar partindo de 
O(1, 1, 0) para obter a taxa de maior decréscimo da 
função f (x, y) = (2x + y — 2)? + (5x — 2y)? 
50. Em que direção a derivada direcional de 


f(x,y) =2xy — х? no ponto (1, 1) é nula? 


51. Em que direção e sentido a função dada cresce mais 


rapidamente no ponto dado? Em que direção e senti- 
do decresce mais rapidamente? 


a) f(x,y) = 2x + ху + 2y! em (1, 1) 
b) f(x,y) = e? emQ, —1). 


52. Determinar os dois vetores unitários para os quais a 


derivada direcional de f no ponto dado é zero. 
а) f(x,y) = xy? — xy, Р(10, 10) 
x 
9 AG) у 1.2) 
€) f(x,y) =P Pa. 0). 


53. Uma função diferenciável f(x, y) tem, no ponto 


(o. z) derivada direcional igual a А па direção 


37 + 4] ciguala Ж na diregio 47 — 3]. Calcular 


а) vio =) 


af (o mcr 
DIS (o. z) na direção d 


54. 


Determinar a derivada 
(0-1) 
х 


cional da função 


E no ponto Py(1, V2), na direção da 


normal exterior à elipse 2x2 + Зу? = 8 no ponto А. 


Nos exercícios 55 a 58, encontrar o valor máximo da 
derivada direcional do campo escalar dado, nos pontos 
indicados: 


55. f(x. y) = ху? = (y = х), A1) 
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56. f(x, y, z) = x! + 2xy + z% PJ0,0,0)e P,(1,2,2) A temperatura nos pontos da plataforma é 

T(x. y) = x + Зу. Suponha que duas 
57. f(x, y, z) = cosx + sen у; (x y, z) e Р, estejam localizadas nos pontos (1, 1) e (8 
respectivamente 
a) Sea partícula P, se deslocar na direção em. 
esquentará mais rapidamente e a partícula 
= deslocar na direção em que se resfriará 
derivada direcional no ponto P(1,1, V2), na pidamente, elas se encontrarão? 
direção da normal exterior à superfície 
em P. 


58. f(x, у) = агс!в 7, R(—1,1) 


59. Dada a função w = a? + у? + z^, determinar sua 


AVE b) Obter uma equação para a trajetória da 
P, representando-a sobre a plataforma. 
60. Suponha que T(x, y) = 4 — 2x? — 2yº represente з, 
uma distribuição de temperatura no plano xy 
Determinar uma parametrização para a trajetória 
descrita por um ponto P que se desloca, a partir de 
(1, 2), sempre na direção e sentido de máximo cresc 
mento de temperatura. 


Resolver o Exercício 62 supondo que a te 
seja dada por 


Ty) = 3 + y) — 100. 


64. A densidade de uma distribuição de massa varia 
61. A Figura 6.24 mostra uma plataforma retangu- relação a uma origem dada segundo a fórmula: 
lar cuja temperatura em cada ponto é dada por 
Tix, y) = 2x + y. Um indivíduo encontra-se no ponto 
Po dessa plataforma e necessita esquentar-se o mais 
rápido possível. Determinar a trajetória (obter uma 
equação) que o indivíduo deve seguir, esboçando-a Encontrar a razão de variação da densidade no 
sobre a plataforma. (1,2) na direção que forma um ângulo de 45°, nos 
tido anti-horário, com o eixo positivo dos x. Em 
direção a razão de variação é máxima? 


65. Usando o gradiente, encontrar uma equação para a 
tangente à curva x? — у? = 1, no ponto (V2, 1] 
66. Encontrar o vetor intensidade elétrica Ë = — 
a partir da função potencial V, no ponto indicada, 
a) V = 242 + ر2‎ — 22; P(2,2,2) 


b) V = e'cosx; (3.0.0) 


igura 6.24 a Ve Cas 
62. Uma plataforma retangular é representada no plano 10 
xy por 67. Um potencial elétrico é dado por V = з у 
osram a Oy ID Determinar o campo elétrico, representando-o 
camente. 


6.7 Divergência de um Campo Vetorial 
I 6.7.1 Definição 


T + Лоу) + hla yz) 
ал af dh 
ar ay аг 


Seja f(x y, 2) = f(x, v z 


Se existem e são contínuas as derivadas 


um campo vetorial definido em um domínio, 


definimos a divergência do campo vetorial 7. denotada рог, 


сото a função escalar 
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س 


а) 


mos interpretar (1) como 


divf -v-f 
- (î +27 + E) тл + 
Эх 1 11 2] эк )- 
d ә 2 
lo usamos essa simbologia, entendemos que o produto (7, |° Л representa 27. Analogamente, 
ER (2) NASA 
y 5 Ve) ? ФЕ 
Exemplo 
о campo vetorial f (x, y, z) = 2x*Í + е] + xyz k, calcular divf. 
ic lo (1), temos 
27987 ә ә 
Da ads ema: 
div = So OO + (e) + о (ave) | 
"B2 oae xy E 
Propriedades | 
i " E 
f = (fis fao fs) e E = (8, 8» 83) funções vetoriais definidas em um domínio D e suponhamos que div f e > 
. Então: 


div (hf) = div (hfis hfs. hfs) 


=N +È OD + у 00) 
ӘЛ pdh + E + эһ 
axr i ду em 


= hdivf + gradh- f 


оваа = (3. Z, 


div (grad f) = x (4) * 


562) 
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ABA 


Я 


E 


ou diy (grad. 


Usando o operador V^ na expressão (2), reescrevemos 
div (grad f) = V- Vf 
Yi 


O operador diferencial V? é chamado laplaciano e é muito usado na Física. A equação 


LL 


€ chamada equação de Laplace. 


6.7.4 Interpretação fisica da divergência 
Na Mecânica dos Fluidos, encontramos a equação da continuidade 


rever 
divi too 


p—— 


onde ii. pv, sendo p = р(х, y, 2,1) a densidade do fluido e V = V(x, y, z, £) о vetor velocidade. 


E без ; T 
Reescrevendo a equação (4) na forma 5 = — div ii, vemos que a divergência de um campo vetorial surge. 


uma medida da taxa de variação da densidade do fluido em um ponto. 

Quando a divergência é positiva em um ponto do fluido, a sua densidade está diminuindo com o tempo. Nesse 
dizemos que o fluido está se expandindo ou, ainda, que existe uma fonte de fluxo no ponto. 

Quando a divergência é negativa, vale o oposto. 

Se a divergência é zero em todos os pontos de uma região, o fluxo de entrada na rej 
pelo fluxo de saída. O fluxo não é criado nem destruído, ou seja, não existe fonte nem sumidouro na região. 

Se p = constante, isto é, a densidade não é função das coordenadas x, у, z nem do tempo г, dizemos que o! 
do é incompressível. Nesse caso, a equação da continuidade toma a forma div V = 0, e o campo vetorial V é 
do solenoidal. 


6.7.5 Exemplos 


Exemplo 1: Um fluido escon em movimento uniforme com velocidade V = х]. Mostrar que todas as 
deslocam em linha reta e que о campo de velocidade dado representa um possível escoamento incompressível. 


Solução: Analisando a representação gráfica do campo vetorial V (ver Figura 6.25), concluímos que todas as 
las se deslocam em linha reta. 


Para verificar que V representa um possível fluxo incompressível, devemos mostrar que o campo de vel 
a equação 


divî =0. 


Temos 


Won à CHEN. 
div V lax (0) + ар 9 Ta (0) = 0. 
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pos g 


Figura 6.25 


lo 2: Um campo de escoamento compressível é descrito por 


u=pv=2eti — xye^j, 


xe y são coordenadas em metros, r é о tempo em segundos, p e V estão em kg/m" e m/s, respectivamente. Calcular 
de variação da densidade p em relação uo tempo, по ponto P(3, 2, 2), para £ = 0, 


jo: Usando a equação (4), vem 


Para г = 0, temos 
30 


a 


x — 2 e, portanto, no ponto P(3, 2, 2), 


plo 3: Quando uma função escalar f(x, y, z) tem derivadas de 2º ordem contínuas e div grad f = 0 em um 
io, ela é chamada harmônica nesse domínio. Verificar se as seguintes funções são harmônicas; 


m f(uyg-xryte-: 
B f(x,y,z) = 2ху + yz. 
De (3) e da definição de função harmônica, concluímos que uma função f é harmônica se, e somente se, f é 


da equação de Laplac 
Basta, portanto, fazer essa verificação. 


a) Para f(x, y, 2) = xy + e” — z, temos 


Vf = Qxy è + 


iplo ii TUNE 
0 а) 
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-2y4e +0 
= 2y + e 0: 
Portanto, f (x, y, г) = xy + е? — z não é uma função harmônica. 
b) Para f(x, y, z) = 2xy + yz, temos 
Vf-Q»2x42y) e Vf-Q0. 
Portanto, f(x, у, г) = 2xy + yz é uma função harmônica. 
Exemplo 4: Verificar que a equação da continuidade 
dc ar nuces] 


divu +" =0 


O —— 


pode ser escrita como 


ASS 


=" + gnadp- ¥ + pdiv ¥ — 0. 


En Mc 


Solução: Conforme vimos na Subseção 6.7.4, и = pv, onde p = p(x, y. 2,1) é a densidade de um 
у= vía 1) о vetor velocidade. 


Considerando V = (v, уу, s), temos 


= pdiv + gradp- Y. 
Portanto, a equação 


pode ser reescrita como 


Pus gradp- V+ pdiv Y 


6.8 Rotacional de um Campo Vetorial 
6.8.1 Definição 
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Exemplo 


inar rot f, sendo F = xzy! 7 + xyz j + 3xy k- 
mf-vxf 
ror 
алалар 
öx ду дг 
xzy! хуг 3xy| 


= (3x - xy) + (ху? - 3) + (ус — 2x) K. 


Propriedades 


Fx yz) = Us fa fs) é F(x, у, 2) = (n. къ 8) funções vetoriais definidas em um domínio D com 
parciais de 1º ordem contínuas em D. Então: 


(ў + £) = rot f rotg 
rof) = hrotf + gradh x ў 
= h(x, y, 2) é uma função escalar diferenciável em D. 


Эх dy à 
hf, hf, hfs 


(бо оо) «(Eom - Ê о) + (£o - жо) 


SER af h., 4î e dh ah PAM 

I: fti a hi bap) лъва. CA 
Bh. Әл: аһ. A) 

(é Вх ау hi ду)" 


ОООО ИНЕТЕ 


= hrot f + gradh x f. 


GED Cielo B- нид de várias variáveis, integrais тара integrais curiiness e de superficie 


6.8.4 Interpretação física do rotacional 
O rotacional de um campo vetorial aparece em diversas situações da ЕВ 
a) Na análise de campos de velocidade na Mecânica dos Fluidos; 
b) Na análise de campos de forças eletromagnéticos; 
с) Pode ser interpretado como uma medida do movimento angular de um fluido, e a condição 


. Por exemplo: 


TOL V 


para um campo de velocidade Y, caracteriza os chamados fluxos irrotacionais; 


d) А equação rot É = Û, onde É é а força elétrica, caracteriza que somente forças eletrostáticas estão 
no campo elétrico. 


Nos próximos capítulos, voltaremos a explorar essas idéias físicas. 
6.8.5 Exemplos 


Exemplo 1: Um corpo rígido gira em torno de um eixo que passa pela origem do sistema de coordenadas, com 
velocidade angular W constante. Seja Y o vetor velocidade em um ponto P do corpo. Calcular rot y. 


Solução: A Figura 626 ilustra esse exemplo. 


En 


Кулы 


Figura 6.26 


Da Física, sabemos que o vetor velocidade em um ponto P do corpo é dado por 


onde 7 é o vetor posição do ponto P. 
Fazendo W = (wi wa, ws) e F 


Portanto, 


D 

= ә 
rot y = 
ах 


ez — wy мух MT my wx 
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= би + MT + (a + н) Qn + w) E 


=2m i +2m] +20, Е 
=ж. 


plo 2: Um escoamento é representado pelo campo de velocidade 


V = 10xi — 10у] + 30%. 
Verificar se o escoamento é: 
a) um possível escoamento incompressível; 
b)  irotacional. 


jo de (а): De acordo com a Subseção 6.7.4, devemos verificar se div V 
Temos 


divi = хао) + ay C» * 3 
= 10-10 
=0 
Logo, temos um possível escoamento incompressível. 


de (b): Devemos verificar se rot V = 0. 


rot Y = 


Logo, o escoamento é irrotacional. 


lo 3: Para um escoamento no plano xy, a componente em y da velocidade é dada por y! — 2x + 2y. 
nar uma possível componente em x para um escoamento incompressível. 


Para um escoamento no plano xy incompressível, devemos ter 


div Y = 0, onde V = wi + (y — 2x + 2y)7. 


ivi ua үә. 
diy oT 55 (у? — 2x + 2y) 
ам 


ax 


*2y42. 


д 
vendo a equação m + 2y + 2 = 0 encontramos uma possível componente em x, isto é, 


n= ftc2y - 24x + a0) | 
= —2ух —2х + a(y), | 
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Exemplo 4: No Exemplo 5 da Seção 6.5 vimos que o campo eletrostático associado a uma carga positiva Q é 


É = VV onde V. = 2, rim VERSA Verificar que rote as 0, 


r 
Solução: Podemos escrever 


É- 
j [4 
ка 2 
ay az 
ETA ы = мди 
(куку эл 
Loren] a ( 30% зоху ү 


= Ü, em todos os pontos fora da origem, 


"E 
3 6.9 Campos Conservativos 
Л 6.9.1 Definição 
= Seja / um campo vetorial em um domínio U. Se u = u(x, у, z) é uma função diferenciável em U tal que. 


err 


dizemos que f. é um campo conservativo ou um сатро gradiente em U. A função и é chamada função potencial 
em U. 


6.9.2 Exemplo 
O campo vetorial 


Ў = (4x + Syz) E + Sxzj + Sxyk 


x? + Sxyz é diferenciável em IR? e o seu gradiente é J. Portanto, 


é um campo conservativo, pois a função u = 


uma função poter 


6.9.3 Teorema 


Seja 7 = (fi. fa. fs) um campo vetorial contínuo em um domínio U, com derivadas parciais de 1º ordem con 


em U. Se f admite uma função potencial u, então 


a qui EU. ау 


Reciprocamente, se U for simplesmente conexo e (1) for verificada, então f admite uma função pou 
u = u(x, y, z) em U. 
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Observamos que (1) pode ser reescrita como 


о 
Parcial: Provaremos apenas а condição necessária. A prova da condição suficiente será omitida. 
Seja u = u(x, y, z) uma função potencial para f, em U. Então u é diferenciável em U e 
f = gradu, 
& 
от рр дит dus йир 
+ fa) + pah = т p Sy uU, 
fit fa) E E EF 
Temos, então, 
[7] 


Derivando ambos os membros da primeira igualdade de (3) em relação a y, temos 

тИ 5) E 

ау ах) ayax 

ido ambos os membros da segunda igualdade de (3) em relação a x, temos 

се 
Эх lay 

as derivadas de 7 são contínuas em U, usando о teorema de Schwarz concluímos que 


af af 


ay 


Vente, obtemos as demais igualdades de (2). 


Exemplos 

o teorema 6.9.3, o que podemos afirmar а respeito dos seguintes campos vetoriais f em D? 
зу] + 5х:] + зу em D = IR. 

(аху +z)i +22] + xk em D =. 


чм ч 


iy + j mD = (бу) EIH < jeD =A) [1 * «19. 


(a): Calculando as derivadas parciais, temos 


fionw dh 

ду ox 

fi af 
ho 3% _ 2x, 
de pep 
One op 
а аы шоу 
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Portanto, rot f + O e, dessa forma, f nào é um campo gradiente em ЕЁ. 


Solução de (b): Nesse exemplo, o campo dado é contínuo com derivadas parciais de 1º ordem contínuas em IR, 
disso, 


Hype 
«аэ ih erar Аа 
BE азу Ra 


Mayr 2x 


=(0-0)7 + (1-1) + (4х - 4). 
su 
Portanto, f é um campo conservativo em IR". 


Solução de (c): Calculando as derivadas parciais, temos. 


E Além disso, essas derivadas são contínuas em todos os pontos (x, y) # (0,0). Porém, como o campo f € 
= derivadas não estão definidos na origem, devemos tomar muito cuidado ao analisar o domínio. 
A Figura 6.27 mostra os domínios D, e D.. 


Figura 6.27 
Podemos observar que D, é um domínio simplesmente conexo, que não contém a origem. Portanto, usando o! 
rema 6.9.3, concluímos que / é conservativo em D, 


O domínio D; também não contém a origem. Mas ele apresenta um “buraco”. Não é simplesmente conexo. 
usando o teorema 6.9.3, nada podemos concluir sobre a existênci 
9, veremos que f nào é conservativo em D». 


de uma função potencial para f, em D». No 


6.9.5 Cálculo de uma função potencial 


Supondo que F = (fi, fz, fs) é o gradiente de uma função potencial и em um domínio U C IR), podemos 
| minar и, usando as igualdades 


Os exemplos que seguem nos mostram o procedimento a ser adotado. 


plo 1: Verificar se o campo vetorial 
F = (yz +2) + (xz + 1) + (xy 22K 
campo gradiente em IR". Em caso afirmativo, encontrar uma função potencial и. 


: О campo vetorial f é um campo tal que fi. fs e f, são funções contínuas que possuem derivadas parciais de 
“ordem contínuas em IR". 
Portanto, como 


dfi _ 9 


ay ax ^ дг 


ә _ 9 


az ду 


ímos que f admite uma função potencial и em IR. 
Para determinar a função и = u(x, y, 2), vamos escrever 


(4 
[7] 
(6) 
Entegrando (4) em relação a x, vem 
u= [о + 2)dx = xyz + 2x + а(у, 2). [uU] 
Desse resultado e da relação (5), escrevemos 
Et T 
Зу. t TA 
Logo, 1e, portanto 
Mm 
=y+b(2). 
ituindo o valor de a(y, z) na expressão (7), obtemos 
xyz + 2x + y + b(z). (8) 


Capíruto 6 Derivada direcional e campos gradientes e | 


cS Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


b = 22 + c, onde c é uma constante, 
Finalmente, substituindo o valor de b em (8), obtemos 


Essa expressão representa uma família de funções. Para cada valor atribuído à constante c, obtemos 
potencial do campo f. 
Exemplo 2: А lei da gravitação de Newton estabelece que a força J de atração entre duas partículas de 


é dada por 


onde F = xi + yj + zK e r = [F]. Encontrar o potencial newtoniano u, tal que f = grad u: 


Solução: Inicialmente, vamos reescrever f, 


ў =-GmM( + у} + d) (d + yj + 2R). 


Calculando as derivadas parciais, temos 
Әл „9% " 21+ уй + gto 
Sh Lh ~3 2 
ay T эх T 3 OmMxy (а? y f) 
dfi 9f DA gts 
fi „9% ے‎ 3 GmM m 
de ax 30тМхг (4? + y + 22) 


D NDS 24 yhp py 
Cb m SRNE OD 


Salientamos que o campo 7 está definido em IR! — (0, 0, 0). Como o domínio de definição de f € si 
conexo e (2) é verificado, usando o teorema 6.9.3, podemos concluir que existe uma função potencial и. 
Temos 


M LL GmMx (1 + у + гу 


ах 
ài 

T. = -GmMy (+ у? + 2) 
ди 2 2 2-32 
ma- +P, 
Se= -GmMz (12 + у +0) 


Integrando (9) em relação a x, obtemos 


u= [rom (e ++ 2) Y dx 
= бтМ( + y! + 2)? + a(y, 2). 


Derivando esse resultado em relação a y e usando (10), vem 
5 = Qeentão a = b(z). 
Logo, (12) pode ser reescrita como 


u = бтм( + y + у! + Ыг). 


db 
dz 


Logo, o potencial de Newton é dado por 


6.10 Exercícios 


Л. Dado o campo vetorial f. calcular div f. 
3 fy) 728 em 

b) f(x, y) = sexi + 2cosx]. 

a Ў 
d) f(x,y,z) = Inayi + xj + zi 


„у, г) = 242у?Ї + 3xyz) + уг 


l. Um fluido escoa em movimento uniforme com velo- 
cidade v dada. Verificar se v representa um possível 
fluxo incompressível. 


a 7= 27 + x + 

b v-2bexj-K 

с) Y = 2хуї + xj. 

Provar a propriedade (а) da Subseção 6.7.3. 


Encontrar a divergência e o rotacional do campo 
vetorial dado. 


а) f(x,y,z) = (2x + 4z, y- 


b) Fy) = 02+ 


уо) = Gy, 
4) f(x) = (e'cos 
9 fo. 


= (xyz'2xy 


(7st vam‏ د 
(x, y) * (0,0)‏ 
D /(х,у.г) -ayz( +2] +30).‏ 


Determinar rot f sendo: 


а) f = senxyi + соѕхуј + z 


b f -22yi + 3xzj — yk 


€) f=(x+yi -Inzk. 


Provar a propriedade (a) da Subseção 6.8.3. 


CaríruLo & Derivada direcional e campos gradientes. 


Derivando esse resultado em relação a z e usando (11), vem 


7; 


10. 


n. 


— = Oe portanto b é uma constante. 


TERED 


Sejam f = (xz, zy, xy) e E = (1, 
Determinar: 


e Vx(f xg) 
9 (vxf)xgà 
D (Vxf)-(vxg) 


у?) + Vf. Calcular div И no ponto 


a) f=senxy+x 


b) f = xyz + 2ху. 
. Se f -2xyze v = xF + xzj + sen xk, 
calcular: 

a) (Vf) + тту 

b) div (fv) 

€) mt (fv). 


Sendo = 2xzî + (9 — у] + (2 + 2:)Ё, 


calcular rot (rot d). 


Supondo que Y representa a velocidade de um fluido 


em movimento, verificar se V representa um possível 
fluxo incompressível. 


az 


"WP 


4 
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nt 


- 9 


12. Um fluido escoa em movimento uniforme no 
domínio D = ((x, y) |0 = y = 8). Se a velocidade 


em cada ponto é dada рог V = (y + 1 
que todas as partículas se deslocam em linha reta e 


que V representa um possível fluxo incompressível. 


13. Verificar se as seguintes funções são harmônicas em 
algum domínio. 


а) f(x yz) 
b) f(xy) 7208 — 
€) f(xy) 
d ху) енун 


xz + Inxy 


sen x cosh y 


e) 


0° 
2) 


14. Verificar se о campo dado é irrotacional. 
® (х,у) = (уг, xz ху) 
b) Fayz 


9 ауа) = 


d F 
-xy sen yz) 


(2x + cosyz, — xz sen yz, 


o fard) (1,2) 


15. Um escoamento é representado pelo campo de velo- 
cidade 


(2+ 2)i + хеј + 2y X. 
Verificar se o escoamento é: 

а) um possível escoamento incompressível; 
b) irrotacional 

16. Para um escoamento no plano xy, a componente em x 
da velocidade é dada por 2x y + х2 + y?. Determinar 
uma possível componente em y para escoamento 
incompressível. 

17. Mostrar que, se f (x, у, 2) é solução da equação de 
Laplace, Vf é um campo vetorial que é, ao mesmo 
tempo, solenoidal e irrotacional. 

18. Usando o teorema 6.9.3, o que se pode afirmar sobre 
о campo vetorial dado? 


a) f(x,y) = (e'sen y, ecos y) em IE 


» fen (pe dae) 
D = (G.y)(x — 3)? + (y - 51 < 3} 


19. 


20. 


e 


9 


н) em 


po) |0 > × + y z«1) 


e) f(x,y,z) = (sen y + z, ycosy + 1, 
2 — xy) em IR? 

D Јоу) 
D f. 
h) f(x y) = (sen x, cosy) em IR", 


x? y y! — x) em IR 


—senx + cosx, z, y) em, 


Verificar se os seguintes campos vetoriais slo. 
vativos em algum domínio. Em caso afi 
encontrar uma função potencial. 


a f 


b) f= + узепх)ї + (1 - cosx)j. 


2xi + Syzj + èy tk 


c) Ў = ху  Inyzj + Inzxk 


ва) 


e) f = (102: + ysenxy)i + xsenxy] + 


9 ў = еї + 2ej + 3e 


Encontrar uma função potencial para о campo f. 
domínio especificado: 


3 Йу») (c 


(й+у + 


z 
MEPE EEF 3a) 
ет qualquer domínio simplesmente conexo 

não contém a origem. 


(2+) 


em qualquer domínio simplesmente conexo 
não contém a origem. 


e) f(xy.z) = (ye, xe, xye?) em IR, 


Neste capítulo, vamos estudar a integral dupla, que constitui uma 
extensão natural do conceito de integral definida para as funções 
de duas variáveis. Por meio dela, analisaremos diversas situações 
envolvendo cálculo de áreas e volumes e determinaremos algumas 
grandezas fisicas, tais como massa e momento de inércia, 


Devido à complexidade de um tratamento matemático rigoroso, 
procuraremos explorar as idéias de maneira mais informal e intui- 
tiva, visando à compreensão dos conceitos e suas aplicações. 
Alguns resultados que não serão demonstrados poderão ser encon- 
trados em textos mais avançados de Análise Matemática. 


1 Definição 


Vamos considerar uma função z = f (x, y) definida em uma região fechada e limitada R do plano xy, como mostra 
27.1. 


Figura 7.1 


Traçando retas paralelas aos eixos dos x e dos y, respectivamente, recobrimos a região R por pequenos retângulos 
yer Figura 7.24). 


Figura 7.2 


Consideremos somente os retângulos R, que estão totalmente contidos em R, numerando-os de 1 até п. 
Em cada retângulo Ку, escolhemos um ponto (ху, yx) е formamos a soma 


> / (л. у,) AA 


onde AA, = Ax, * Ay, é a área do retângulo Rj. 

Suponhamos, agora, que mais retas paralelas aos eixos dos x e dos y são traçadas, tornando as dimensões dos 
шов cada vez menores, como mostra à Figura 7.2b. Fazemos isso de tal maneira que a diagonal máxima dos ге 
los R, tende a zero quando n tende ao infinito. Nessa situação, se 


lim > f (хь, у.) AA, 


| 


existe, ele é chamado integral dupla de f (x, y) sobre a região R. 


Denotamos 


a) A região R é denominada região de integração. 

b) A soma (1) é chamada soma de Riemann de z = f (x, y) sobre К. 

c)  O limite (2) deve ser independente da escolha das retas que subdividem a região R e dos pontos (хд, y.) 
dos nos retângulos Ку. 

d) А existência do limite (2) depende da função z = f (x, y) е também da região R. Em nosso estudo, 
supor que o contorno da região R é formado por um número finito de arcos de curvas ‘suaves’, isto é, de 
de curvas que não contêm pontos angulosos. Nesse caso, se f é contínua sobre R, temos a garantia da e 
cia da integral dupla, 


Observamos que: 


Veremos agora que, quando z = f (x, y) = 0, a integral dupla pode ser interpretada como um volume. 


7.2 Interpretação Geométrica da Integral Dupla 


Suponhamos que z = f (x, y) seja maior ou igual a zero sobre R. Observando a Figura 7.3, vemos que o 
Fu X) АА, 


representa o volume de um prisma reto, cuja base é o retângulo Ку e cuja altura é f (xy, 1). 


Enpituto 2 Integral dupla EID 


Figura 7.3 


А soma de Riemann 
Pis ») АА, 


nta uma aproximação do volume da porção do espaço compreendida abaixo do gráfico de z = f (x, y) e acima 
jio R do plano xy. 


Assim, quando f (x, у) = 0, a fre y)dxdy 
dá o volume do sólido delimitado superiormente 
gráfico de z = f (x, y), inferiormente pela 
R e lateralmente pelo “cilindro” vertical cuja 


é o contorno de R 
Figura 7.4). 


Figura 7.4 


L3 Propriedades da Integral Dupla 


Para enunciar as propriedades que seguem, estamos supondo que a fronteira da região de integração R é formada 
um número finito de arcos de curvas suaves e que as funções f (x, y) e g (x, y) são contínuas sobre a região R. 
forma, temos a garantia da existência das integrais duplas envolvidas. 


Proposição 


f f(x. y)dA =k [remm para todo K real, 


ис + sisua = [re mas + fft aa. 


R k R 


Se f (x, у) = g(x. y), para todo (x, y) Є R, então fre. y)dA = Îs saa. 
k k 


Se f (x, y) = 0 para todo (x, y) pertencente à região R, então ПЕ EI 


R 


TEED cioe B- пио de várias variáveis, integrais millas integrais uviiness e de superficie 


€) Se a região R é composta de duas sub-regiões R, e К, que não têm pontos em comum, exceto possivel: 
os pontos de suas fronteiras (ver Figura 7.5), então 


fræva- ff renta + [reso 


R R fo 


Figura 7.5 


Para provar essas propriedades, usamos a definição da integral dupla e propriedades de limites. 
Para exemplificar, vamos provar o item (b). 


Prova de (b) 
Estamos supondo que as integrais Í FG y)dAe Í g(x, y)dA existem, 
à R 
Portanto, existem, respectivamente, os limites 


lim X f(x, 4) AA, е lim Deli Y) АА, 
ra A nn (e 


Escrevemos, então, 


fve Y) + кх, у)]4А = lim ЗО. ж) + (90184. 
k 


im S /(u DAA, + lim Beta) АА, 
mE 


pos 


fre y) dA + Jie у) dA. 


Observamos que essa propriedade pode ser estendida para um número finito de funções, 


Jne» + f(xy) +... f УМА = fre y)dA + facas +... + [usas 


Li R R k 


Vale também 


ие.» = в(х,У)МА = ПЕ = sc. naa. 


k k R 


X E 


Caeiruo 7. Integral dupla = 


-4 Cálculo das Integrais Duplas 


Quando temos uma região de integração de um dos seguintes tipos: 


po Sys f(x) 


а<х=Ь 


Tipo ‚ com f, (x) e fa(x) contínuas em (a, b] 


Tipo II: 2 = x = BÓ) com g(y) e (5) contínuas em [c, d]. 


суза 
mos calcular as integrais duplas de uma forma bastante simples, por meio de duas integrações sucessivas. 


Caso: R é do Tipo I 


A Figura 7.6 ilustra esse caso. 


—» yen 


Figura 7.6 


Nesse caso, a integral dupla. 


асаа 
к 
ealculada por meio da seguinte integral, dita iterada: 


ESE 0 


Vamos justificar a expressão (1) considerando а interpretação geométrica da integral dupla. Supondo que а função 
x, y) = O é contínua sobre R, para cada valor fixo de x a integral interna. 
ra 


| Убх, y)dy 
fita) 


integral definida, com relação a y, da função f (x, y). Essa integral pode ser interpretada como a área de uma seção 
sversal, perpendicular ao eixo dos x, do sólido cujo volume está sendo calculado (ver Figura 7.7). 


== 
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Figura 7.7 


Indicando por A(x) essa área, temos 
fin 


AQ) 7 fra, y)dy. 
fin 


Assim, a integral iterada (1) pode ser reescrita como 
" 
facas 


Finalmente, se escrevermos a integral (2) como o limite de uma soma de Riemann, isto é, 


max Suo {2 


П 
[Acn - lim Bac) ан, 


então, geometricamente, podemos ver que a integral (1) ou (2) representa o volume que está sendo calculado. 


fre y)dxdy. 


à 
2º Caso: R é do Tipo II 


A Figura 7.8 ilustra esse caso. 


Figura 7.8 


CariruLo 7 Integral dupla = 


Nesse caso, de modo análogo ao 1° caso, temos 


Observamos que: 


a) — Os resultados apresentados no 1º e 2º casos podem ser formalizados em um teorema, cuja demonstração pode 
ser encontrada em livros de Cálculo Avançado ou Análise Matemática. 

b) Quando a região R não é exatamente do Tipo I ou TI, em alguns casos podemos particioná-la convenientemente 
e calcular a integral dupla usando a propriedade 7.3.1(e). 

Os exemplos que seguem ilustram o cálculo das integrais duplas através de integrais iteradas. 


«5 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular o volume do sólido delimitado superiormente pelo gráfico de z = 4 


— y, inferiormente 
ou 

la região R delimitada por x = 0, x = 2, y = бе у = 7x + > e lateralmente pelo cilindro vertical cuja base é o con- 

lomo de R. 


йо: A Figura 7.9 ilustra o sólido. 
Como vimos na interpretação geométrica da integral dupla, o volume desse sólido é dado por 


v= Í (4 = x — y)dxdy. 
R 


A região R, que é ilustrada na Figura 7.10, é uma região do Tipo I, que pode ser descrita por 


1 
E t 
Dsysq+ 


0Озх=2 


Temos, então, 


Figura 7.9 Figura 7.10 


s e c CHINESE |-— 
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Vamos, primeiro, calcular a integral interna. Temos. 


TA 
| )4 - x - y)dy = 4y - xy 
° 


Sos 15 
agis 15 
Tar چ‎ 


Assim, o volume V é dado por 


Е ЕЕ Чуе 
V ПЕ ++ В ах= 4 unidades de volume 
i 


Exemplo 2: Calcular a integral 


1- [fece naa 


R 
onde R é a regiño limitada por y = x^ e y = 2x. 


Solução: A região de integração é apresentada na Figura 7.11. 


Figura 7.11 


É fácil visualizar que a região R pode ser enquadrada nos dois tipos descritos na Seção 7.4. 


= 


Ri 


Assim, a integral dada pode ser calculada de duas maneiras. A seguir, ilustramos as duas opções possíveis. 


а) 


0) 


CapiruLo 7 Integral dupla = 


1° maneira: Integrando primeiro em relação a y. 
Usando (1), temos 
pa 


à 
ferna- | [ene |as 


* 
з зүр, 
- | (+) ах 
d 


D 
A 
Р 
1 
М 
+ 
mm 
e 
* 
i 
M. 


EO 
15 


/2* maneira: Integrando primeiro em relação a x. 
Usando (2), escrevemos 


NEJ 
fee] Ц = 


k 


Observamos que, nesse exemplo, as duas opções envolvem praticamente os mesmos cálculos, Em alguns casos, uma 
boa escolha da ordem de integração pode simplificar bastante o trabalho. Em outros, pode não ser possível calcular a 
dntegral dupla para uma escolha e ser possível para a outra, Os dois próximos exemplos ilustram essas situações. 


Exemplo 3: Calcular = f» sen xy dxdy, onde R é o retângulo de vértices (o. 2) (s z) (1,7) e (0,7). 
à 
Solução: Como a região R é um retângulo, ela pode ser enquadrada nos dois tipos descritos na Seção 7.4. 
Integrando primeiro em relação à variável x, temos: 


T e 


a Lo 


= (cseny + y) 


т 
=1+5 
к^? 
Observamos que, se a escolha recaísse em integrar primeiro em relação à variável у, a integral interna seria 


ysen xy dy, 


RR я 


que exige integração por partes. 
Assim, a escolha adequada da ordem de integração simplificou os cálculos. 


Exemplo 4: Calcular a integral 
14 

1= [| e dydx. y 
D 


Solução: Nesse caso, nào é possível calcular a integral com a ordem 
de integração dada, pois a função f (y) = е7? não possui primitiva 
entre as funções elementares do Cálculo, 

A região R é dada por 


a= y =4 
о х=1 Figura 7.12 
e é ilustrada na Figura 7.12. 
Podemos observar que R também é uma região do Tipo II, podendo ser descrita por 
X 
oru 
à ^ 4 
0=у=4 


Temos, assim, 


е7 dy |ах 


" 
p 
mg 


templo 5: Calcular 
fv sen (ХУУ) dA 
k 


de R é a região delimitada por x = 0, y = Ze x = V 


lução: A região R está ilustrada na Figura 7.13. 
Nesse exemplo, a região R também pode ser descrita de 
maneiras. No entanto, é conveniente usar 


(0s x & Vy 
ш 0=у=7 
Temos 
Ty 
[Ууз (ХУУ) 4А = | Музеп (ХУУ) dxdy 
E 


tinta Suja 


u 
e0 (۷5| “ay 
K 


[-eos (Vy Vy) + cos 0] dy 


[cosy + ау 


" 
ae in. 


тріо 6: Descrever a região de integração da integral 
2 var 
Í Í f(x. y) dydx 
EE 


inverter a ordem de integração. 
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Solução: Podemos descrever a região de integração gráfi- 
ca e analiticamente. 
 Analiticamente, temos 


е о эзсе 


-2<1=2 


Essa região pode ser visualizada na Figura 7.14. 
Portanto, a região de integração está delimitada pela. 
circunferência х? + у? = 4. 


Figura 7.14 


Vamos inverter a ordem de integração. Temos a região descrita como 


e, assim, 
2 мее 2 меў 
| | тоа = | | f(x. y) dxdy. 
= Ата 2-4-7 


Exemplo 7: Calcular Í xy dA, onde R é o triângulo OAB da Figura 7.15. 
R 

Solução: Para desenvolver esse exemplo, é necessário conhecer as equações das retas que delimitam o triângulo 

Temos: 


1 


a) А reta que passa por O = (0,0) e A = (2,1) é dada por y 
b) А reta que passa por O = (0,0) e B = (1,2) é dada por y 
c) A reta que passa por A = (2, 1) e B = (1,2) é dada por y 


2x. 
x +3. 


Assim, a região R € delimitada por y = 2, y = 2x e y = EIE! 


Observando a Figura 7.15, vemos que а região R não se enquadra nos dois tipos vistos anteriormente. 
Vamos, então, particionar a região R em duas regiões convenientes, como mostra a Figura 7.16. 


Figura 7.15 Figura 7.16 


Temos que: 


A região R é delimitada por x = Ly=jrey= 2x. 


1 
A região К, é delimitada por x = 1,y = > xey = =x + 3. 


Usando a propriedade 7.3.1 (e), temos 


Јо [rns [oa 


k R 


Resolvendo as integrais, obtemos 


[э 
H 


Ж 


" 
—. 
E 
E 


Portanto, 


«6 Exercícios 


b) f(x, y) = ye; Réo retângulo 0 = x =3 
0=y=1 


с) f(x y) = xcosxy R éo retângulo 0 = x = 2 


Л. Calcular Í f(x, y) dxdy, onde: 
à 


а) f(x, y) = xe; Réoretângulo 1 =x =3 ж 
ЕЕН 

о=у=1 2 

d) f(x,y) = yinx; R éo retângulo 2 = x 53 

1sys2 


D — —ÀÀ 
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1 м 
DE 1=х= 
© JG.) = гу Ré o quadrado 1= x =2 ы | mh 
Isys2 Jal 
2. Esboçar a região de integração e calcular as integrais 2 am 
ели» E х2 dydx 
Ho 
a Í 2x + 4y) d 
ka c ad 3. Inverter a ordem de integração 
: эп 
» | (x! + x) айу a) f(x,y) dxdy 
A "г 
s; i2 
E » f(x. y) dydx 
J Ж, 
Н 2e 
a ә f(x. y) dydx 
J 1% 
= зах з wen 
о | [yo d f(x,y) Фах 
0: 1 а 
ram "T 
0 | xdxdy e f(x, y) dydx 
a ° 
a 
[WE 4 
D xdydx 
UP E D f(x. y) ахау 
° 
‚м Eu 
D 2xy dyd: 
ha ай o | [лафа 
2 х ips 
» yInx dydx 4. Calcular Je + 4) dxdy, onde R é o re 
19 B 
P 05 x = 2,0 = y = 6. Interpretar geometri 
j Va y did; 
ш m Bd 5. Cist [| (8 = x = у) dxdy, onde R €a 
Q 
3 delimitada por y = xe y = 4. 
k) sec x dydx 
oo 6. Calcular If vem dxdy, onde R é a 
pa к 
0 |x + y|dxdy gião delimitada por y = 0, x = Te у = Va. 


°з 
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. Calcular | sen x sen y dxdy, onde R é o retângulo — 17. Calcular Í x dxdy, sendo R a região delimitada por 
R * 
т 
2 


A 
a 
ni 


0 = у=-х,у=4хеу=гх+ 


yinx 
x 


dydx, onde R é o retângulo 18- Calcular ] у dxdy, sendo К а região delimitada por 


R 


j. Calcular | 
k ^ 
x-0x-y*ly-2ey--2 


15x52-1sysl 
19. Sejam р(х) e q(y) funções contínuas. Se R é o retn- 
gulo (а, b] X (с, d], verificar que 


Calcular || (х2 + y") ахду, onde R é a região 


== 


r " 4 
delimitada por y = VX, x = 4e y = [ооз во) axay E [oo de facas 
* > р 
. са | ТО Me Réo rino 3 = x =4, 
R E 20. Calcular Í (x + y) dxdy, onde R é a região 
1=у=2. H 


descrita na Figura 7.17. 


- Calcular || (2x + у) dxdy, onde R é a região 


delimitada 


. Calcular 


por y = 


. Calcular || (x + у) ахау, onde R € a região deli- 
R 
mitada por 


Figura 7.17 


Eye-1-x5x--1le 


21. Calcular Ja + x + y) ахау, onde R é delimita- 


к 
da pelo triângulo (1, 1), (1,2) е (2, =1). 


Calcular. dxdy, sendo R a região delimitada 
к 22. Calcular || x dxdy, onde R € а região descrita na 
por x = dy, у = 0ex = 4. J} 
Figura 7.18. 
Calcular || (x + 1) dxdy, sendo R a região deli- в 
* 
mitada por |x| + |y] = 1. 
2 
Calcular || 2y dxdy, sendo R a região delimitada x 
A 
por y = x? ey = 3x — 
Figura 7.18 
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dxdy. е 
23. Calcular Í TAL onde R é a região descri- 24. Calcular [= dydx, onde R é a região descrita. 
уту regi jas regi 
ta na Figura 7.19. Figura 7.20. 


Figura 7.19 Figura 7.20 


7.7 Mudança de Variáveis em Integrais Duplas 


Na integração de funções de uma variável, a fórmula de mudança de variável ou substituição é usada para 
formar uma integral dada em outra mais simples. Temos 


А s 
[гоо ах - [rae a 


onde a = g(c) eb = g(d). 
Quando utilizamos essa fórmula para calcular uma integral definida, a mudança de variável vem acompanhada; 
uma correspondente mudança nos limites de integração. 
Para as integrais duplas, podemos utilizar um procedimento análogo. Por meio de uma mudança de variáveis 


uma integral dupla sobre uma região R do plano ху pode ser transformada em uma integral dupla sobre uma região. 
do plano uv. 

Geometricamente, podemos dizer que as equações (1) definem uma aplicação ou transformação que faz. 
ponder pontos (и, v) do plano uv a pontos (x, y) do plano xy. Por meio dessa aplicação, a região К” do plano uv é 
cada sobre a região R do plano xy (ver Figura 7.21). 


v 
y 
T xexuv)* У 
утуш у) 
u ы x x 
Figura 7.21 


E I e 


Se a transformação leva pontos distintos de К' a pontos distintos de R, dizemos que ela é uma aplicação um por um. 
caso, a correspondência entre as regiões R e R' é bijetora, e podemos retornar de К para К” pela transformação 


Considerando que as funções em (1) e (2) são contínuas, com derivadas parciais contínuas em R' e R, respectiva- 
nte, temos. 


[9] 


A(x, А a " 

ide d é o determinante jacobiano de x e у em relação a «e v, dado рог 
б ax dx 
a(x, y) ди ду 

аби) © |ду dy] 
ди ду 


Observamos que: 

а) Uma discussão das condições gerais sob as quais a fórmula (3) é válida é bastante complexa, sendo própria de 
um curso de Cálculo Avançado ou Análise Matemática. Por isso, não será apresentada neste texto, 

b) бе valem as condições: 


» fé continua; 


* as regiðes R e R' йо formadas por um número finito de sub-regióes do Tipo Lou I; e 
* o jacobiano. Ee У * Oem R' ou se anula em um número finito de pontos de R’, 
temos a garantia da validade de (3). 


€) О jacobiano que aparece em (3) pode ser interpretado como uma medida de quanto a transformação (1) mo- 
difica a área de uma região. Esse fato será ilustrado na subseção seguinte, рага o caso particular das coorde- 
nadas polares. 


7.7.1 Coordenadas polares 


As equações 


que nos dão as coordenadas cartesianas de um dado ponto em termos de suas coordenadas polares, podem ser vistas 
Como uma transformação que leva pontos (r, 0) do plano r6 a pontos (x, у) do plano xy. 
O determinante jacobiano, nesse caso, é dado por 


д(х, Y 
alr. 0) 


(cos геп 0) 
seno rcose| 


6 
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Observamos que, para fazer com que a transformação (4) seja um por um, consideram-se, em geral, apenas regiões. 
do plano r para as quais r e Ө satisfazem: 


rz0 e 0=6<2y ош rz0 e -т<бӨ=т. 
No entanto, para o cálculo das integrais, podemos considerar, sem problema, 
r>0 e 050527 о rz0 e -т=б=т. 


A seguir, daremos uma interpretação geométrica que permite visualizar a expressão (5) para o caso de uma função, 
contínua f (x, y). 
Vamos considerar duas regiões R e К” dos planos xy e 76, respectivamente, que se relacionam pelas equações (4)- 
Dividindo a região R' em pequenos retângulos por meio de retas r = constante e Ө = constante, a região R fica divi 
dida em pequenas regiões, como mostra a Figura 7.22, que usualmente são chamadas retângulos polares. 


0+40 


Figura 7.22 


O retângulo de área A A' = Ar АӨ, evidenciado na região R’, está em correspondência com o “retângulo polar” 
área A A, demarcado na região R. Da geometria elementar, temos que AA é dado por: 


1 3 1 
АА = 5 (7 + AryA0 ¬ 5 


a0 


1 - 
- ile + ar)" = rjw 


p(r* An), ag 


F Ar A0 
-IAM, 


onde 7 é о raio médio entre re r + Ar. 
Essa expressão permite visualizar o papel do jacobiano, que no caso é г, como um fator de ampliação (ou red 
local para áreas. 
Numeramos, agora, os “retângulos polares” no interior de R de 1 a п e tomamos um ponto arbitrário (xy, у) no: 
ésimo retângulo. Esse ponto pode ser escrito como 


(п cos бу ra sen бу) a 
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onde (лу, 04) é um ponto do retângulo correspondente em R'. 
Intuitivamente, podemos perceber que a soma 


s- Pu ») AA, 


pode ser interpretada como uma soma de Riemann de f(x, y) sobre R. 
Por outro lado, usando (6) e (7), vemos que, para Ar pequeno, 


= Vf (ry cos Oy, r, sen 0%) л, Алу Абу, 
e 


“que é uma soma de Riemann da função 
h(r,0) = f(r cos 0, rsen 0) r, 


sobre a região А 
Fazendo o limite quando n — ® e a diagonal máxima dos retângulos tende a zero, obtemos o resultado expresso 
dem (5). 

A seguir, apresentamos diversos exemplos que ilustram o uso de coordenadas polares e outras transformações no 
“cálculo das integrais duplas. 


7.7.2 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular 7 = Í М? + у? ахау, sendo R o círculo de centro na origem e raio 2. 
R 
Solução: Para resolver a integral /, vamos utilizar as coordenadas polares. Para isso, devemos identificar a região R’, no 
lano r0, que está em correspondência com a região R, no plano xy. 
Na Figura 7.23a, visualizamos a região R. O contorno de R é a circunferência 


ر +“ 


“que, em coordenadas polares, tem equação 


4y 


Ы 


Figura 7.23 


Para identificar a região R’, podemos desenhá-la em um plano r8 ou, simplesmente, descrevê-la analiticamente, a 
partir da visualização da região R no plano xy. 
Observando a Figura 7.230, vemos que a região R' é dada por 
0509527 
0=r <2 


e, nesse caso, é um retângulo no plano r6 (ver Figura 7.24). 
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Figura 7.24 


Utilizando (5), vem 


Í VP cos! + r'sen'ü r dr dà 


E 


- [| е°*Ўахайу, onde R é a região do plano xy delimitada por 


R 


xay-4 e £-y-9 


Na Figura 7.25, visualizamos a região de integração R. 


n] 
2\ \з 
М 
Figura 7.25 
Em coordenadas polares, as equações das circunferências que delimitam R são dadas por r = 2 e r 
vamente. 
Temos, então, 


0=0=27 
25r53 


edt уе |27 
= 210-60 


b 
= ale? = e], 


É interessante observar que a utilização das coordenadas polares viabilizou o cálculo da integral dada pois, como 


Я comentado no Exemplo 4 da Seção 7.5, a função f (1) = e” não possui primitiva entre as funções elementares do 
llo. 


тріо 3: Usando coordenadas polares, escrever, na forma de uma integral iterada, a integral 


Ia Jre y)dxdy 


R 
R é a região delimitada por x? + у? — ay = 0, a > 0. 

ção: Nesse caso, a região R é o círculo de centro em (o 2 e raio = 
Em coordenadas polares, a circunferência que delimita К tem equação 
r = asenê. 
Observando a Tabela 7.1 e a Figura 7.26, vemos que 


0=0=т 
0=г= asenê 


3 |د‎ ыа ala 


Figura 7.26 


f(r cos 8, r sen 0) r dr do. 


Exemplo 4: Calcular / = f» d xd y, sendo R a região delimitada рог 
k 


+ + у?- ах =0, а> 0. 


Solução: Nesse exemplo a região R € о círculo de cento em (2.0) «rio 
Em coordenadas polares, a equação da circunferência que delimita R é dada por 
r= acoso. 


A Tabela 7.2 mostra alguns pontos da circunferência, permitindo visualizar a variação do ângulo 6. A região 
mostrada na Figura 7.27. 


Figura 7.27 


wia aja 


Observando a Tabela 7.2 e a Figura 7.27, vemos que a região de integração R, em coordenadas polares, pode 
descrita por 


I= || seno -r arao 


~e 
«y rsen Ө drdð 
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ا‎ 


а 
3 0090 sen 0 do 


2x, + ر‎ = dx, 


ا 
وي » 
Solução: A região de integração R pode ser visualizada na Figura 7.28.‏ 


Figura 7.28 


Passando para coordenadas polares as equações das curvas que delimitam R, temos 


ج 2= ر + تہ 


Portanto, a região de integração R, em coordenadas polares, pode ser descrita por 


LET IA 
RIO 4 
2 cos 0 = r = 4 cos 0 
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Temos, então, 


VP cos! 8 + r sen? - rdrdo 
[ 
Shas 
q! si Pardo 
sa 
LA 


E 


z 
les 


è asen 0 + ED 
- м п] 


Exemplo 6: Calcular 7 = [| x = 3) ists sendo R o paaeogramo imitado pelas reas x — у = 0, x = у = 
г; у= ey = 2х4 


Solução: A Figura 7.29 mostra a região de integração К. Observando essa figura, vemos que, para calcular a in 
dada diretamente usando as variáveis x e y, necessitamos dividir R em três sub-regióes е usar a proposição 7.3.1(e). 
Esse trabalho pode ser evitado por meio de uma mudança de variáveis adequada. Fuzendo 


ILL ® 


a região R, que é um paralelogramo inclinado em relação a ambos os eixos x e y, transforma-se em um paralelogramo; 
сот dois lados paralelos ao eixo v. O paralelogramo R’, que pode ser visualizado na Figura 7.30, é delimitado pelas 


u-0 и=1, v--2u e у= —2u*8. 


y=2x-4 


v=-2u 


Figura 7.29 Figura 7.30 
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„Јо =и=1 
R':\ -2u у= -2u + 8 


Precisamos também do jacobiano de x, y em relação a u e v. Das equações (8), vem que 


Assim, 


Utilizando a fórmula (3), obtemos 


1- fe- y) dxdy 
-) 


fo- 3º dudy 
к 


| u dvdu 
E 


T 
du 


и(-2и + 8 + 2u) du 


eir. 
is 


Exemplo 7: Calcular 1 = f [(x — 2) + (у — 2] ахау, onde R é а região delimitada pela circunferência 
R 
(x-2)* (y-2}=4. 
Solução: Nesse exemplo, vamos ilustrar a utilização de duas transformações sucessivas para o cálculo da integral. 
Inicialmente, vamos transformar a região dada em um círculo com centro na origem. Fazemos 
2 


x y-2 


Temos, então, 
x-u*2, y=v+2 
A região R' do plano uv em correspondência com a região R é delimitada pela circunferência 
xy =4. 
As regiões R e R' estão ilustradas na Figura 7.31. 
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=} 


Figura 7.31 


O jacobiano de xy em relação a u e v é 


[ B ТА 


Portanto, usando (3), vem. 


Podemos agora resolver a integral / com o auxílio das coordenadas polares. Procedendo de forma análoga 
Exemplo 1 da Subseção 7.7.2, temos 


a 
Tel] 
° 


m. 


( cos! Ө + r? sen? 0) - rdrdo 


==”. 


8 


7.8 Exercicios 


1. Calcular ] (х2 + у2)2 ахау, onde R é а região da 2. Calcular |j sence + y!) dxdy, onde R é a 


R à 
Figura 732. da Figura 7.33. 


Figura 7.32 Figura 7.33 


a) 


4 


dxdy 


Tr j r Onde R 6 a região da 


х2 + у 


муу 


Figura 7.35 


5. Usando coordenadas polares, calcular 


(х2 + y’) ахау 


| 
1 
T 
| 


i 


mitada por x? + y! = lex? 
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М y dydx 
x dydx. 


М + y? dxdy, sendo R а região deli- 


7. Calcular || e»? ахау, sendo R o círculo 
2+ >4 
8. Calcular || х ахау, sendo R a região delimitada por 


| (х? + y!) ахау, sendo К а região inter- 


R 
ircunferéncia х? + 


ferência х? + y! = 2y. 


Ay e externa à circun- 


10. 


| y ахау, sendo R a região delimitada por 
У - x. 


xey 


12. Calcular Iva = 1)? + (y = 2)? dxdy, onde R 


k 
éa região delimitada por (x — 1)? + (y — 2) 


13. Calcular. Í dxdy, sendo R a região delimitada pela 


R 
elipse 4(x — 3)? + (y — 2)? = 4. Interpretar geo- 
metricamente. 
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14. Calcular || (8 — x — у) dxdy, sendo R delimitada 19. Calcular | азах. оме R é a região do pri 
à 
рогх + y! 


1. Interpretar geometricamente. 


15. Calcular || cos (x? + 9y?) аху, sendo R dada por 
à 20. Calcular | es — 4x? — 9y?) ахау, onde R 
х? +9 =1ех2 0. в 


16. Calcular mee + у?) ахду, sendo R o anel 
k 
delimitado por x? + у? 


iva 
Í (144 — 16? — 9y?) dx. 


[| 
| 


ид 21. Calcular 


17. y dxdy, sendo Ro círculo? + у? — 4y = 0. 
k 


22. Calcular || (x + y) dxdy, sendo R a região 


18. Calcular || (х? + y?) dxdy, onde R é dada por: tada por x+y=4, x+y=0, у-х= 
Jj Ё 
a) Círculo centrado na origem de raio а. 23. Calcular || (x + y) dxdy, onde R é a região 


b) Círculo centrado em (a, 0) de raio a. 


L 
iro quadrante delimitada por xy = 
©) Círculo centrado em (0, a) de raio a. Vx err ear) A 


7.9 Aplicacóes 
Nesta seção, vamos discutir algumas aplicações geométricas e físicas das integrais duplas. 


7.9.1 Cálculo de volume 
Na Seção 7.2, discutimos a interpretação geométrica da integral dupla. Vimos que, para f (x, y) = 0, a im 


cmm 


f(x, y), inferiormente pela região R e 


nos dá o volume do sólido delimitado superiormente pelo gráfico de 
mente pelo cilindro vertical cuja base é o contorno de R. 
Os exemplos que seguem ilustram o cálculo de volume para diversas situações. 


7.9.2 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular o volume do sólido acima do plano xy delimitado por z = 4 — 2x? — 2y°. 


Solução: A Figura 7.36 mostra um esboço do sólido. 
Usando (1), podemos calcular o volume do sólido dado, onde 


fx у) = 4 - 2 - 2 


ТЕГ HED 


Figura 7.36 


е R é a região do plano xy delimitada por x? + y? = 2. 
Temos 


v= fe — 242 - 2y)) dxdy. 
R 
Considerando a forma circular da região R, vamos usar coordenadas polares para calcular essa integral. 
Assim, 


vê 
v= | earam 
D 


" 
| 
T (am nue 
-[ (15-25 
К 
| 


м 
do 
o 


Exemplo 2: Calcular o volume do sólido no primeiro octante delimitado por y + z = 2 e pelo cilindro que contorna 
a região delimitada por y = xe x = y^. 


Solução: O sólido em análise pode ser visualizado na Figura 7.37. 


Figura 7.37 
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Usando (1), escrevemos 


onde R é a região mostrada na Figura 7.38. 


Figura 7.38. 


Portanto, 


کس 


v= | | Q- y) ахау 


$ 


D D 
we o 


] 
x 
a 
= 


QVy - 2y! - уМу + у?) dy 


El 


unidades de volume. 


Exemplo 3: Calcular o volume do sólido abaixo do plano xy delimitado por z = x? + y? = 9. 


Solução: A Figura 7.39 mostra o sólido e a região R de integração. 


Figura 7.39 


Observamos, nesse exemplo, que z = х? + y! — 9 = 0 para x? + у? = 9. Portanto, para encontrar o volu 
vamos considerar o módulo da integral dada em (1). 
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ч 
Д 


[е + y! — 9) ахау |. 
à 


Como R é uma região circular, vamos usar coordenadas polares. Assim, 
PIS 


v= | [ern 


°% 


= 3 т unidades de volume. 


Exemplo 4: Calcular o volume do sólido delimitado por z = 2x? + у?е: = 4 — 2х2 


Solução: A Figura 7.40 mostra o sólido. 


Figura 7.40 


Para calcular o volume desse sólido, devemos observar que: 
a) Inferiormente, o sólido está delimitado por z = 2x? + у? e nào pela região R de integração, como nos exem- 
plos anteriores. 


b) A região К de integração é encontrada pela projeção da intersecção das duas superfícies que delimitam o sóli- 
do. Isto é, 


Figura 7.41 


Diante das observações, podemos concluir que o volume do sólido dado pode ser determinado pela diferença de 
duas integrais sobre a região R encontrada: 


Ld fe = 2? ~ у?) ахау — [| (2х2 + у) ахду ou V= f (4 = Ax? ~ 2у2) ахау. 
R k k 


Para resolver essa integral, vamos fazer uma dupla transformação de variáveis. 

Inicialmente, vamos fazer x = u e y = V’2v. Nesse caso, a região R, que é delimitada por uma elipse, transforma- 
se em uma região circular de raio 1, denotada por R’. 

O determinante jacobiano de x e у em relação a и e v é dado por 


(my) |1 0 
êv) |0 КАБ 


Aplicando (3) da Seção 7.7, temos 


у= Í (4 — &i& — A?) V2 dudv, 


[4 


onde R' é o círculo de raio 1. 
Vamos agora utilizar as coordenadas polares. Temos 


V= 2 


ey 


i 
Ja = 4?) rdrdo 
° 


= | do 


o, 


= 2/24 unidades de volume. 


Observamos que, em situações semelhantes a esse exemplo, em que o sólido é delimitado por duas superfícies. 
f(x, y) ez; = g(x, у) сот zı = z; o volume é dado por 


v= [| treo ceo Фу 


R 


onde R é a projeção do sólido sobre o plano xy. 
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Exemplo 5: Calcular o volume do sólido no primeiro octante, delimitado pelos cilindros x? + у? = 16ex? + z? = 16. 


Solução: A Figura 7.42 mostra um esboço do sólido. 


Figura 742 


Nesse exemplo, a base do sólido está no plano ху, defis 
É + у? = 16 no primeiro quadrante e pode ser visualizada na 


dere pr 


do a região R de integração, que é delimitada por 
ura 7.43. Podemos também escrever 


О=х=4 


Figura 7.43 


O sólido está delimitado superiormente pelo cilindro x? + z? = 16. Assim, usando (1), temos 


СОО. асов Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais cunilineas e de superficie 


Exemplo 6: Calcular o volume do tetraedro dado na Figura 7.44. 


Figura 7.44 
Solução: O sólido dado está delimitado pelos planos coordenados e pelo plano que corta os eixos coordenados nos 


tos (2,0,0), (0,1,0) e (0,0,3), isto é pelo plano 5 + 7 + Š = 1. 


Para calcular o volume, usamos (1). Temos 


v= Í (2 - E - ») ахау, 
à 


onde К é a região delimitada pelo triângulo cujos vértices são (0, 0), (2, 0) e (0, 1) (ver Figura 7.45). 


Temos, então, 


| ) dx = 1 unidade de volume. 
° 
7.9.3 Cálculo de áreas de regióes planas 

Se na expressão (1) fazemos f (x, y) = 1, obtemos 


que nos dá a área da região de integração К. 
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Se temos uma região R do Tipo 1, como mostra a Figura 7.46, podemos escrever 


Figura 7.46 


а-а} | ms 


k * о 
, 
| үө, 
фае 


(a(x) = fi(x)) dx. [7] 


a. 


Lembrando das aplicações da integral definida no 1º curso de Cálculo, podemos observar que esse resultado 
“coincide com o cálculo de área entre duas curvas, usando a integral definida (ver Subseção 6.11.5 do livro Cálculo A, 


@ edição). 
7.9.4 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular a área da região R delimitada por x = y? + Lex + y = 3. 
Solução: A região R pode ser visualizada na Figura 7.47. 


Figura 7.47 
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Aplicando (2), podemos escrever 


ou 


|] 


2 ўз 


9 
= 5 unidades de área 


Exemplo 2: Calcular a área da região delimitada por y = 


Solução: A Figura 7.48 mostra a região em análise. 
Observando a região К, verificamos que estamos diante de uma região que deve ser particionada em duas 


regiões, Ку е Ro. Por exemplo, podemos escolher о eixo dos y como fronteira dessas regiões. Temos, então, 


2,20 2) „2 

= و‎ a 

Айнаны ы See 
-4=х=0 0=х=2 


Figura 7.48 


Assim, aplicando (7), temos 


к 


ааа + [а 


АРЫ 


% 
à aea 2 
f dy dx 


-f Í dy dx + 
A ^ 


= 72 unidades de área, 


» 


Exemplo 3: Mostrar, usando integral dupla, que a área delimitada por uma elipse com semi-eixos a e b é abr unit 


de área. 
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ção: Vamos alocar a elipse dada em um sistema de eixos conveniente, como mostra a Figura 7.49. 
Assim, a curva pode ser escrita pela equação 


А 
x 
+1 
área da região А é dada por 
a= jaa 
k 


Figura 7.49 


Nesse exemplo, vamos usar uma dupla transformação para facilitar o cálculo da integral dupla. 
Na primeira transformação, a região R, delimitada pela elipse, transforma-se em uma região circular de raio 1, deno- 
por R’. 

Na segunda transformação, a região R' é descrita em coordenadas polare 
Geometricamente, essas transformações podem ser visualizadas na Figura 7.50. 


rd o 
хеви v u=rcoso al 
o yzbv v=rsono, 
Dm, mW br 
E x Ü — 
Veni 
1 
Figura 7.50 
O jacobiano de x e y em relação a u e v é dado por 
My) ے‎ ја 0| 
ри 
Dessa forma, 
A- Í dxdy 
R 
= | а 
* 


-— 
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= zl rdrdo 


no 
P 

ab [ [га 
00 


= abr unidades de área. 


7.9.5 Aplicacóes físicas 

Usando a integral definida, discutimos como calcular a massa, o centro de massa e o momento de inércia de 
barra horizontal não homogênea com densidade linear p = р(х). 

Agora, usando as integrais duplas, de modo bastante similar, podemos encontrar a massa, o centro de massa & 
momento de inércia de uma lâmina plana não homogênea, com a forma de uma região R e com densidade de área. 
um ponto (x, y) de R dada pela função contínua р = p(x, y) 

Para encontrar a massa total da lâmina, vamos fazer uma partição na região К como na Seção 7.1. Seja К, um 
gulo genérico dessa partição com área A A,. Um valor aproximado da massa desse retângulo pode ser expresso рог 


Pln 9) АА 


onde (x, у) € um ponto qualquer do retângulo Rj. 
Um valor aproximado da massa total da lâmina pode ser expresso pela soma de Riemann da função p = p(x, 
sobre R: 


Pl 


24. m 


А massa total da lámina é definida pelo limite da soma (4) quando n > * е a diagonal máxima dos R t 
zero: 


M = lim px. y) SA, 


п 


ou 


O momento de massa do k-ésimo retângulo em relação ao eixo x é dado por y, р(х, у) АА, 
Assim, o momento de massa em relação ao eixo x é dado por 


М, = lim Boy р(х, y) AA 


D 


ou 


vela, y) dA. ©. 


Analogamente, obtém-se o momento de massa em relação ao eixo у. 
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O centro de massa, denotado por (X, y) é definido por 


(8) 


Outro conceito muito usado nas aplicações físicas é o de momento de inércia, que pode ser interpretado como uma 
medida da capacidade do corpo de resistir à aceleração angular em torno de um eixo L. 


Temos: 


Momento de inércia em relação ao eixo x 


(9) 


Momento de inércia em relação ao eixo y 


(10) 


Momento de inércia polar 


an) 


Observamos que: 


a) Os valores у?, x? e x? + у? que aparecem nas integrais (9), (10) e (11) são “distâncias ao quadrado”, como 
mostra a Figura 7.51. 


Figura 7.51 


Podemos observar о retângulo genérico R e o ponto (xy, у) Є Ку. Temos 
x] = quadrado da distância de Р, ao eixo y. 
эў = quadrado da distância de P, ao eixo x. 
эў y = quadrado da distância de Р, à origem. 


b) Um exemplo de aplicação do momento de inércia é na teoria de deflexão de vigas sob a ação de carga trans- 
versa. O fator de rigidez é calculado pelo produto ET, onde E é o módulo de Young e Z, o momento de inér- 
cia. Quanto maior o momento de inércia, mais rígida será a viga e menor a deflexão. 
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7.9.6 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar o centro de massa de uma chapa homogênea formada por um quadrado de lado 2a, encima 
do por um triângulo isósceles que tem por base o lado 2a do quadrado e por altura a. 


Solução: Vamos desenhar a chapa alocada em um sistema de coordenadas, como mostra a Figura 7.52. 


Figura 7.52 


Como a chapa é homogênea e está alocada simetricamente em relação ao eixo dos y, vamos trabalhar somente 
a metade da região descrita. 
А Figura 7.53 mostra essa região, que é denotada por R е descrita por 
[0S y53a- x 
(0<х=<а 
Vamos inicialmente calcular a massa total da chapa, usando а fórmula dada em (5) e considerando a densidade: 
near p(x, y) = k, pois a chapa é homogênea. 


Temos 


Cariruio 7 Integral dupla = 


ZI 
0 


Sa?k unidades de massa. 


Para achar o centro de massa, necessitamos encontrar os momentos de massa em relação aos eixos coordenados. 
Pela simetria em relação ao eixo dos y, podemos afirmar que M, = 0. 
Calculando M, usando a fórmula (6), temos 
[E pEr 
М, = Я) | ydydx+k | | y dydx 
a “o 


Portanto, 


M, 
M 


19k 
NN. | 
157 


Exemplo 2: Calcular o momento de inércia em relação ao eixo dos y da chapa desenhada na Figura 7.54, sabendo que 
a densidade de massa é igual a xy kg/m". 


Figura 7.54 


px 
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Solução: Vamos usar a fórmula (10). Temos 


« y) dA. 


R 
Nesse exemplo, temos p(x, y) = xy e R descrita por 


(05025 


0=x=4 


Assim, 


| 7.10 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 12, calcular o volume dos sólidos deli- 12, z = 16 — x 
mitados pelas superfícies dadas. 


3y,z-4. 


13. Calcular о volume da parte da esfera x^ + yû + 2. 
que está entre os planos z = 0 e z = 2. 


14. Calcular o volume do sólido com uma base шал; 
no plano xy de vértices 0(0, 0), A(1, 1) e B(0, 
limitado superiormente por z — 2x e lateral 
pelo contorno da base dada. 


15. Calcular o volume do sólido no 1? octante, 
do por z = 1 — 2x — Зу e os planos coordenados, 


Nos exercícios 16 a 19, a integral iterada representa o. 
lume de um sólido. Descrever o sólido. 


tie 1 
| 16. | 
A -va 
9. ty 
2 з 
10. 2 = 0,42 + y = 16ez = 10 + x. z ue nl 
| | (р) 
11. а? + y! -4x -6y + 4 = 0,2 = 0,2 = 5y. о о B 


AA — 


dx dy. 


S d 
EE 


n 
| | V4 — х? dx dy. 
[ES 


Determinar a área da região R delimitada pelas curvas 
у=,х+у=2еу=0. 

Calcular a área da elipse x^ + 4y? — 4x = 0. 
Calcular a área da região do 1º quadrante delimitada 


pelas curvas y^ = Bax, x + y = ба, у = 0, sendo а 
uma constante positiva. 


23. Calcular a área da região delimitada pela curva 


ME 
a + уз 


24. Calcular a área da região delimitada por 


= xey =2x. 
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25. Calcular a área da região delimitada por 


(x-2) ey = 0/4.‏ - 2= ر 


26. Calcular a área da região delimitada por y = e“, 
=хех=0. 


27. Calcular а área da região К mostrada na Figura 7.55. 


Figura 7.55 


28. Mostrar que as regiões Кү e Ro, representadas па 
Figura 7.56, têm a mesma área. 


29. Uma lâmina tem a forma do triângulo de vértices 
(71,0), (1,1) e (1, — 1). Determinar a massa e o 
centro de massa da lámina se: 

a) sua densidade de massa é constante. 

b) sua densidade de massa no ponto P(x, y) é pro- 
porcional à distáncia desse ponto à reta x — —2. 


30. Uma lámina tem a forma da região plana R delimita- 
da pelas curvas x = у? e x = 4. Sua densidade de 
massa é constante. Determinar 

a) о momento de inércia da lâmina em relação ao 
eixo dos x; 

b) o momento de inércia da lámina em relação ao 
eixo dos y. 


Figura 7.56 


31. Calcular a massa de uma lâmina com a forma de um. 
círculo de raio 3 cm, se a sua densidade de massa em 
um ponto Р(х, y) é proporcional ao quadrado da dis- 
táncia desse ponto ao centro do círculo acrescida de 
uma unidade. 


32, Calcular o centro de massa de uma lâmina plana 
quadrada de 4 cm de lado, com densidade de massa 
constante, 


33, Uma lâmina plana tem a forma da região delimitada 
pelas curvas y = x? + 1 e у = x + 3. Sua densi- 
dade de massa no ponto P(x, y) é proporcional à 
distância desse ponto ao eixo dos x, Calcular: 

а) a massa da lâmina; 
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b) o centro de massa e 35. Calcular a massa e o centro de massa de uma. 
с) o momento de inércia em relação ao eixo dos x. com o formato de um triângulo isósceles com 


10 cm e altura 5 cm. Considerar a densidade 
34. Calcular a massa e o centro de massa da chapa da 


Figura 7.57, considerando a densidade igual a x. 36. Calcular o momento de inércia em relação ao 
dos x de uma chapa delimitada por x + у = 4, x 
е y = 4, Considerar a densidade igual a uma 
tante k. 


37. Calcular o momento de inércia de um disco 
de diâmetro 10 cm: 
а) em relação ao seu próprio centro; 
b) em relação a seu diâmetro. 


Considerar a densidade igual a uma constante k. 


Figura 7.57 38. Calcular o momento de inércia de um quadrado, 
lado igual a 4 cm em relação ao eixo que passa 
uma diagonal. Considerar a densidade constante. 


Neste capítulo, apresentaremos as integrais triplas. A função inte- 
grando, nesse caso, é uma função de três variáveis w = f (x, y, z) 
definida sobre uma região T do espaço tridimensional. 


As idéias que usaremos são as mesmas empregadas no capítulo 
anterior, quando estudamos a integral dupla. Assim, faremos ape- 
nas uma breve explanação e apontaremos os principais resultados, 
dando ênfase especial aos exemplos e aplicações. 


8.1 Definição 


Seja w = f (x, у, 2) uma função definida e contínua em uma região fechada e limitada T do espaço. Subdividimos. 
T em pequenas sub-regiões traçando planos paralelos aos planos coordenados (ver Figura 8.1). 


I (хь, Y) 


Figura 8.1 


Numeramos os paralelepípedos no interior de 7 de 1 até n. Em cada um dos pequenos paralelepípedos Ту, escolhe- 


mos um ponto arbitrário (ху, yi, 24). 
Formamos a soma 


f Gus Ye 2) Vis 


e 


onde AV, é o volume do paralelepípedo Ту. 
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Fazemos isso de maneira arbitrária, mas de tal forma que a maior aresta dos paralelepípedos 7, tende a zero 
do поо. 
Se existir 


Jim fes 503, 


ele é chamado integral tripla da função f (x, у, z) sobre a região T e o representamos por 


la 


Ixdydz. 


8.2 Propriedades 


De forma análoga à integral dupla, temos 


3) Jj kf dV =k [| fav. 
b) ]] (+ Dav = I f dV + Пл. 


E i Б ре fre: 


Figura 8.2 


8.3 Cálculo da Integral Tripla 


As integrais triplas podem ser calculadas de forma análoga às integrais duplas, por meio de integrações sucessi 
Podemos utilizar os conhecimentos adquiridos no capítulo anterior, reduzindo, inicialmente, a sua resolução ao. 
culo de uma integral dupla. A seguir, apresentamos as diversas situações, 


19 caso: A região T é delimitada inferiormente pelo gráfico da função z = h(x, y) e superiormente pelo gráfico 
| z = h(x, y), onde h, e №, são funções contínuas sobre a região R do plano xy, como mostra a Figura 8.3. 


LR o 
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Nesse caso, temos 


0) 


Assim, se, por exemplo, a região R for do Tipo I, isto é, 


T =у= fax) 
а=х=Ь 
= integral tripla será dada pela seguinte integral iterada tripla: 
Po 
IBS y,z) dV = [| | | f(x, y, z) dzdydx. 
т 


*» f) лу) 


(ver Seção 7.4) 


2º caso: A região T é delimitada à esquerda pelo gráfico de у = р(х, z) é à direita pelo gráfico de y = p(x, 2), onde 
Ps € pa são funções contínuas sobre a região R’ do plano xz, como mostra a Figura 8.4. 


Figura 8.4 
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Nesse caso, temos 


B 


3º caso: A região T é delimitada na parte de trás pelo gráfico da função x = q,(y, 2) e na frente pelo gráfico 
X = Ф(у, 2), onde q, e q, são funções contínuas sobre a região R” do plano yz, como mostra a Figura 8.5. 


Nesse caso, temos 


[E] 


Nos exemplos que seguem, as diversas situações são exploradas. 


8.4 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular I Ыр dV, onde T é o sólido delimitado pelo cilindro x^ + у? = 25, pelo plano x + y + z = 
т 
e pelo plano xy. 


Solução: О sólido T pode ser visualizado na Figura 8.ба. 

Observando essa figura, vemos que T é delimitado superiormente pelo gráfico de z = 8 — x = y e inferiormente 
porz=0. 

A projeção de T sobre o plano xy é o círculo 3? + y = 25 (ver Figura 8.66). 

Assim, usando (1), temos. 


в ® 
Figura 8.6 


[T «һ» 


- 
ау 


à 
- þe = x y) duly. 
à 
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Para calcular essa integral dupla, podemos usar as coordenadas polares, conforme vimos na Seção 7.6. Temos 


PH 


I= | | rest = reos o = rsen o -r arao 


° 
А 

| (8 cos 07? — (cos? + sen сов 0) г?) drdo 
5 

— (cos? + sen #соз 8) z) [o 


cos o = B (cost + send cos 0) io 


тріо 2: Calcular / = [| y dV, onde T é a região delimitada pelos planos coordenados e pelo plano 


А жоу 
295—0 


lução: A região T é o tetraedro apresentado na Figura 8.7. 
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Figura 8.7 


Nesse caso, T se enquadra em qualquer um dos casos 1, 2 ou 3. Para visualizarmos bem os trés casos, vamos 
plificar os três procedimentos correspondentes, 


Ы 
Figura 8.8 
Assim, usando (1), temos 


ee 


Procedimento 2: Observando a Figura 89a, vemos que Т é delimitada à esquerda por y = 0 e à direita por 


»-:(i-i-3. 


A projeção de Т sobre o plano xz é o triângulo representado na Figura 8.9b. 


0) 
Figura 8.9 


Assim, usando (2), vem 


1 


Procedimento 3: De maneira análoga, podemos visualizar na Figura 8.10 que 7 é delimitada atrás por x = 0 e na 
mo SL м 
EH ED 


A projeção de T sobre o plano yz é o triângulo representado na Figura 8.10b. 


ERE -4 -z 


3 (a) 
х Figura 8.10. 
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Usando (3), temos 


Exemplo 3: Expressar na forma de uma integral iterada tripla a integral / = ] dV, onde T é a região deli 
E T 


pro +y + 2а дел + у 
Solução: A equação x? + y + 2? = 4 representa uma esfera de centro na origem e raio 2. A equação x? + y? 


a equação de um parabolóide de vértice na origem e concavidade voltada para cima. 
Na Figura 8.1 la, representamos a região T, delimitada por essas duas superfícies. 


(a) (o) 


Figura 8.11 


Observando as figura 8.1 a e b, vemos que T é delimitada inferiormente pelo parabolóide z = i (х? + уе 
riormente pelo hemisfério z = V4 — x — y^. Vamos, então, utilizar (1). Temos 


very 
| | dz |dxdy, 
R ie» 


onde R é a projeção de T sobre o plano xy. 
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Para obter a região R, que pode ser visualizada na Figura 8.12, necessitamos encontrar a intersecção das duas super- 
сіс que delimitam 7. 


Substituindo x? + у? = 3z na equação x? + y! + z^ = 4, vem 


з+2= 


onde concluímos que z = 1. Portanto, R é delimitada pela 
inferência x? + y? = 3, como mostra a Figura 8.12. 


Figura 8.12 
Temos 
e, assim, 
vi VIF Мату 
Tim | | dz dy dx. 1 
vs үе» 


Observamos que, para resolver completamente esse exemplo, poderíamos usar as coordenadas polares para o cál- 
lo da integral dupla. Na seção que segue, veremos que a utilização das coordenadas cilíndricas, que constituem uma 
tensão das coordenadas polares para o espaço, simplificará bastante os cálculos. 


emplo 4: Calcular 7 = [| (x = 1) dV, sendo T'a região 
T 


lo espaço delimitada pelos planos y = 0, 2=0, y+z=5 


pelo cilindro parabólico z = 4 — 


lução: Na Figura 8.13 apresentamos a região T. Podemos 
r, nesse caso, que é conveniente projetarmos 7 sobre o 
az ou o plano yz. 


Figura 8.13 


Vamos projetar 7 sobre o plano xz e usar (2) para resolver a integral. 
Observando a Figura 8.14a, vemos que T é delimitada à esquerda por у = O e à direita por y = 5 = z. A região 
„ que é a projeção de T sobre o plano xz, pode ser visualizada na Figura 8.14b. 
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Figura 8.14 


ПИС á аха: 
- fe- Do]; "dx dz 
| 


(x - 1) (5 - z) хаг. 


A região R' € dada por 


Portanto, 


зрак 
1= [ | «- в-а 
2 


8.5 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 16, calcular a integral tripla dada sobre 3 
região indicada, 2. 1] x dV, onde Té o tetraedro limitado pelos pl 
т 
t Í xyz'dV, onde T é o paralelepípedo retângulo coordenados e pelo plano x + ^ АРГУ 


T 
10, 1] x [0,2] x [1,3]. 


п. 


12. 


(x? + y?) dV, onde Té o cilindro x? + y? = 1, 
0=:=4 
dV, onde T é а região do primeiro octante limi- 


T 
tadaporx-4-y, y =z, x-0ez 


xydV, sendo T a região acima do plano xy 
delimitada por z = 4 = х2, y =0 e y = 4. 

xy dV, onde T é a região delimitada por y = 0, 
x70, 2-20 z-4- y еу+гт 8. 

dV, onde T é o hemisfério da frente da esfera 
3 + ر‎ + = 4. 

(x = 1) dV, onde T é o sólido delimitado pelos 
т 
planos уб: = 8, -y*z-8 х= 0, 74, 
2=0,y=-2ey=2 

dV, onde T é a região delimitada por y = x^, 
x= ,ر‎ z= 2y e z= -2y 

dV, onde T é a região delimitada por x = 0, 
у= 0, у+х=2, z= *y e 2= 0 


GEGE endo T o sólido delimitado 


(x+y +2+10) 
pelos planos coordenados e pelo plano x + y + z = 2. 


2y sen yz dV, onde 5 é o paralelepípedo limitado 


H е оз planos coordenados. 


14. 


17. 
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z dV, onde G é a região do primeiro octante li- 
© 
mitada por у? + 2? 


| y-2rex-0. 


(у + х5) z dV, onde S é o paralelepípedo retân- 


gulo1=x=2,0sys1, -35:55. 


xy dV, onde 5 é o sólido no primeiro octante 


delimitado por z = 4-2, 270, у=хеу=0. 


24У, onde T é o sólido limitado por z = y, o 
T 


plano xy e y = 2-4. 


Escrever na forma de uma integral tripla iterada: 


a) ||| f dV, onde T € a região delimitada por 


y‏ – ر - 4 = ع م 4 "ر + م 


b) ÎÎ f dV, onde Té delimitada por 
т 
Vyar 
о f| fdv, onde T é delimitada рог 
т 
Prae? 
d) ||| лау, onde Té delimitada por 


z28-Xy-yez-304y 
e) || f dV, onde T € delimitada por 


-VEryec-2 


0 f dV, onde T а região interior ao cilindro. 
т 


P -xsy 0 семем à + у?+2=1 
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2) | f dV, onde T é a região delimitada por 3 | 
ч 


2=16-22, z=0, у= -2еу= 2. 


2 mexe 
18. Esboçar a região de integração e calcular as integrais: e) [| | zdzdydx 
1 1-у1-х-у 3 
j Í | aem 2 еш 
D Iz dx dy 2 
EL ig DI | IE 
1 x Dexey M tub, 
b) | f xdzdydx 2 VER res 
WEE p Í Í dzdydx 
аву оо о 
9 Í [оаа 3 VES sey 
ооо 


DI В | dzdxdy 
73-V9-y a vay -9 


8.6 Mudança de Variáveis em Integrais Triplas 


De forma análoga à apresentada para as integrais duplas na Seção 7.7, podemos introduzir novas variáveis de i 
gração na integral tripla. 


а) 


Introduzindo novas variáveis de integração и, v, w por meio das equações 
xc x(u, v, w), y = y(t, v, w), 2 = z(u, v, w), 


a integral (1) pode ser expressa por 


ala yz) 
ашн) 


onde 7” é a correspondente região no espaço и, v, w e 
vew. 

Observamos que as condições gerais sob as quais (2) é válida são análogas às condições sob as quais é válida a 
mula correspondente para integrais duplas. 

A seguir, exploraremos os casos particulares das coordenadas cilíndricas c esféricas, que simplificarão bastante 
cálculo das integrais triplas em diversas situações. 


é o determinante jacobiano de x, y, z em relação а 


8.6.1 Cálculo de uma integral tripla em coordenadas cilindricas 


As coordenadas cilíndricas de um ponto P no espaço, de coordenadas cartesianas (x, y, z), são determinadas 
números 
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re 0 são as coordenadas polares da projeção de P sobre o plano xy (ver Figura 8.15). 


Figura 8.15 
A relação entre as coordenadas cilíndricas e cartesianas é dada pelas equações 
x=rcos@  y-rsnü qua 


O jacobiano de x, y, z em relação às novas variáveis r, O e z é 


o F9 creme 0 
Che Song лсо б=т. 
a(r, 0,2) 0 0 1 


Assim, usando (2), vem 


6) 
onde T' é a região 7 descrita em coordenadas cilíndricas. 
Se a região T se enquadra по 1° caso visto na Seção 8.3 (ver Figura 8.3), podemos escrever 
г cos 0, r sen û, с) dz | r dr dû 1 


1050) е gr, 0) são as superfícies que delimitam T inferior e superiormente, respectivamente. 
R' é a projeção de T sobre o plano xy descrita em coordenadas polares, 


8.6.2 Exemplos 
Exemplo 1: Calcular 7 = Í (х2 + у2) dV, onde T é a região delimitada pelo plano xy, pelo parabolóide 
T 


2 = + y? e pelo cilindro à + y = a, 


Solução: Na Figura 8.16a apresentamos a região T e, na Figura 8.16b, a sua projeção sobre o plano xy. 
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[7] (o 


Figura 8.16 


Observando a Figura 8.16a, vemos que а região T é limitada inferiormente por z = e superiormente pele 
parabolóide z = x? + y? que, em coordenadas cilíndricas, tem equação 


z 
Portanto, usando (4), temos 
[| Qe yay 
T 
a 
=f | | ral dr do, 
ala 
onde 
o<r<a 
[E 
Logo, 


a 


Exemplo 2: Calcular 7 = Í dV, sendo T a porção da esfera 2? + yê + 2 =a que está dentro do 
T 
شر + شیر‎ = у. 


Solução: Na Figura 8.17а podemos visualizar a região T e, na Figura 8.17b, a sua projeção sobre o plano xy. Pod: 
observar que T é delimitada inferior e superiormente pelos respectivos hemisférios inferior e superior da 
x? + у? + = a, os quais em coordenadas cilíndricas, são dados por 


z= VF e EP. 
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(a) [7] 
Figura 8.17 


vVg-p 
ү 
ж Ма 


onde А” € a regio R, visualizada na Figura 8.17b, descrita em coordenadas polares. Temos 


Assim, 


TEH 
Osrsaseno 


Portanto, 


I- [T wem a 


E žel || (@ — sento) cos 6 — na) 
Й 


2 
ce ma. 


Exemplo 3: Calcular a integral tripla do Exemplo 3 da Seção 8.4. 
Solução: Na Figura 8.11, foi apresentada a região de integração T e, na Figura 8.12, a sua projeção, R, sobre o plano xy. 


A região T é delimitada inferiormente pelo parabolóide z = ic + у?) que, em coordenadas cilíndricas, é dado 
г 
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Superiormente, a região T é delimitada pelo hemisfério z = /4 — х? — у? ou, em coordenadas cilíndricas, 


Em coordenadas polares, a região R, que é delimitada pela circunferén. 
{о =rsv3 


0=0=27 


x? y! = 3, é descrita por 


Portanto, 


Exemplo 4: Escrever, na forma de uma soma de integrais iteradas duplas, a integral / = [ dV. onde Téa 
inferior À esfera 33 + ر‎ 2 = 1 сенн ао conde ھر ج‎ T 


Solução: Na Figura 8.18, apresentamos a região de integração T. Podemos observar que uma parte de T é delim 
inferior e superiormente pelo cone e outra parte é delimitada superior e inferiormente pela esfera. 


Figura 8.18 
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Na Figura 8.19, apresentamos a projeção de T sobre o plano xy, decomposta em duas sub-regiões, R, e А. A região 
R, corresponde à parte de T que é delimitada inferior e superiormente pelo cone. К, corresponde à parte que é delimita- 
“a inferior e superiormente pela esfera. 


Figura 8.19 


Como, em coordenadas cilíndricas, a equação do cone é z? = r^ ea da esfera é z^ = 1 — r°, utilizando (4) temos 


EE | 


в Lv 


=2 (f Pardo +2 [[vi=Prárdo, | 


a 
E 


Portanto, 


жа 
1-2 | Pardosa | | vi=Erardo, 
° vã 


У 


Observamos que a integral tripla desse exemplo pode ser resolvida de forma mais simples usando as coordenadas 
esféricas, que serão introduzidas a seguir. 


8.6.3 Cálculo de uma integral tripla em coordenadas esféricas 
As coordenadas esféricas (p, 0, ф) de um ponto Р(х, y, z) no espaço são ilustradas na Figura 8.20. 
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Figura 8.20 


A coordenada p é a distância do ponto P até а origem. A coordenada 0 é a mesma que em coordenadas ci 
cas, e a coordenada ф é o ângulo formado pelo сіхо positivo dos z e o segmento que une o ponto P à origem, 

Como p é a distância de P até a origem, temos p = 0. Como 0 coincide com о ângulo polar, utiliza-se a 
variação usada no cálculo de integrais duplas, ou seja, 


--505- oq 05052. 


Quanto à coordenada ф, subentende-se que 0 = 4 = т. Quando ф = 0, o ponto P estará sobre o eixo 


dos z e, quando ф = m, sobre o eixo negativo dos г. 
Comparando as figuras 8.15 e 8.20, podemos observar que as coordenadas cilíndricas e esféricas se relaci 


pelas equações 
r=psend, 0=0, z= pcos de 

Combinando essas equações com as equações 
x =r cos 0, yo rsenü, с=т, 


obtemos 


ТАНУ 


TT 


que são as equações que relacionam as coordenadas esféricas com as coordenadas cartesianas. 
Podemos usar as equações (5) para transformar uma integral tripla em coordenadas cartesianas em uma in 
tripla em coordenadas esféricas. Para isso, vamos utilizar a fórmula de mudança de variáveis para integrais triplas 


pela equação (2). 


An cdd 
Devemos, então, calcular o jacobiano 2077 07, Temos 
p. 


nuno) [6999 —psendsen0 pcos gcosa) 
ABD een $cos0  psendcosó pcos ¢ sen 0| = p'send. 
cos 0 -psen ġ 


(p. 0, d) 


Portanto, 


onde Т' é a região de integração T descrita em coordenadas esféricas. 
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Os exemplos a seguir nos mostram que as coordenadas esféricas são particularmente úteis para situações que 
envolvem esferas, cones e outras superfícies cujas equações tornam-se mais simples nesse sistema de coordenadas. 


8.6.4 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular 7 = 1 x dx dy dz, onde T é a esfera sólida i! + y + è = a°. 
т 
Solução: A equação da esfera x? + y? + 22 = a em coordenadas esféricas é dada por 


HE 


A região de integração T, que pode ser visualizada na Figura 8.21, em coordenadas esféricas pode 


0spsa 
T0 =0 = 27 


0=ф=т 


Figura 8.21 


Portanto, usando (6), temos 


= [|| зеп cos o- psen ¢ ap do dó 
) 
Ff [е senê cos a dp do do 


= | | Ssenócos ododo 


Podemos observar, nesse exemplo, que o procedimento para o cálculo da integral tripla em coordenadas esféricas é 
ligeiramente diferente do utilizado para as coordenadas cartesianas e cilíndricas. Nos casos anteriores, usualmente trans- 
formamos primeiro a integral tripla em uma integral dupla. Para as coordenadas esféricas, escrevemos diretamente a inte- 
gral tripla na forma de uma integral iterada tripla. 


Exemplo 2: Calcular 7 


Í z dx dy dz, onde T é a região limitada superiormente pela esfera x + у? + 2 = 16 


e inferiormente pelo cone 
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Solução: Na Figura 8.22, podemos visualizar a região de integração T. 


Figura 8.22 


Em coordenadas esféricas, a esfera х? + y + 27 = 16 tem equação p = 4, eo cone z = VW + y. tem 


im, observando a Figura 8.22, vemos que, em coordenadas esféricas, a região T pode ser descrita como 


0=р=4 
[Pr 


065i 
Portanto, 


o [| p cos é pî sen ¢ dp dà dé. 


i. 
| | senê cos og dp do do 
оэ 


Exemplo 3: Calcular 7 = If VIFF у F dx dy dz, onde Té a coroa esférica limitada por i? + y? + 2 
T 


4 = هج + عر + شير 


Solução: A região T é apresentada na Figura 8.23. 
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Figura 8.23 


Nesse caso, em coordenadas esféricas a região T é descrita por 


ETT 
0=052m 


О=ф=т 


Temos, então, 


2 
| o- èsen odp do do 
1 


15 
4 


= BE [senso i 
о 


157 т 
= cosg) | 


sen ¢ do dé 


= 15r. 


Exemplo 4: Calcular a integral tripla do Exemplo 3 da Subseção 8.6.2 usando as coordenadas esféricas. 


Solução: A região de integração Т foi apresentada na Figura 8.19. Em coordenadas esféricas, T pode ser descrita por 
О=р=1 
0 =0=27 


E: 
vulc edm 


i [Ja 
| 


Portanto, 


fF sen à dé do dp 


eoe 
LÁ e 
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" 
- | [éco o | do dp 
Е 


| 


od 


dp 


Й 
- 2۷77 | dp 


22 Vim 
3 


Exemplo 5: Descrever, em coordenadas esféricas, o sólido T limitado inferiormente pelo plano xy, superiormente 
cone ф = m e lateralmente pelo cilindro x? + у? = a^. Escrever na forma de uma integral iterada tripla 


1- If (x? + y+ 2) ау. 


T 


Solução: Na Figura 8.24, podemos visualizar o sólido 7. 
| Transformando a equação do cilindro x? + у? = a? para coordenadas esféricas, obtemos 


a 


seng=a ou p= E 
psenó PTS 


Figura 8.24 
Observando a Figura 8.24, vemos que o sólido T pode ser descrito por 


Portanto, 


| a ig 
| 1= | | | rfsenoapao ae. 
HET 
i 
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Observamos que nos exemplos 1 a 4 poderíamos ter escolhido qualquer outra ordem de integração, já que todos os 
limites de integração são constantes. Nesse exemplo, isso não pode ser feito em relação às variáveis p e ф. Como p é 
função de ф, a integral na variável p deve ser resolvida primeiro, ou seja, ela deve ser interna à integral na variável $. 


8.7 Exercicios 


1. Calcular [|| (x? y?) dV, onde Téa região inte- — 9. Calcular ЇЇ (x? + у? + 12) dV, onde T € a esfera 
т т 
ر‎ +у + яо. 


rior ao cilindro x + y = 1 eû esfera x? + y! + 2 


10. Calcular | Í Qs 22) dV, sendo T a região 


т 


2. Calcular + y) dV, onde T é a região limi- 
т 


wdaporz-i4y-4ez-4- 


interior à esfera a? + у? + z = 9 е exterior ao сопе 


3. Calcular ll dV, onde T é a região limitada por REN i 
11. Calcular ll (1249? 2) dV, sendo T a re- 


T 
giño interior ao cone z= Vx" X y! e à esfera 


Pty tag, 


4. Calcular ||| dV, onde Té a região interior ao cilin- 
T 12. Calcular ||| (x + y? + 22) dV, sendo T a região 
dro x? -x+ О càesfera i? + ez 51. T 


interior à esfera x? + у? + z? 9 e exterior ao cone 


5. Calcular ||| x dV, onde T é a região interior às 


1 2 د‎ 
superfícies z = (2 +y?) e +y? ez 
4 13. Calcular 


6. Calcular ||| z dV, onde T é a região interior às interior ao cilindro 


-1e + у) е л + у 


superfícies 


14. Calcular ||| dV, sendo Та casca esférica delimita- 
T 
da por х? + у? + 27 


7. Calcular ||| ydV, onde T é a região interior às 


9er «y + 


16. 


superfíci HS жу) ر + ر م‎ + 22 


8. Calcular zdV, onde T é a região interior às 15. Calcular (х2 y!) dV, sendo T a região deli- 
T T 
mitada por 


La E 
superfícies 2 = — (x? + у) ех? + 2 2 
pe 70) PAP =LAAP=4 24 EZ 96е 0. 
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16. Calcular || dV, sendo T a região delimitada por 22. Calcular [| Va у! P dx dy dz, onde Tj 
T т 


PPA A é região delimitada por х? + y + 71e 


#жу+ё=а. 
17. Calcular ||| x dV, sendo T a região delimitada por 
23. Calcular as seguintes integrais 


х? + (у – 3) + (0 - 2) [VER VIRA 
a) [| eo 90 dedydx 
18. Calcular ||| dV, sendo T o elipsóide. CE TTN 

2 VER ay 

b) Í xHdz dy dx 


19. Calcular 
e) fa dy dx 


tada por 


xy =9; x 


4) 
20. Calcular ||| (x — 2y) dV, sendo Т a região deli- 
т 
юйайа ро (к-17+(у-2у31=1; e 9 
z=x+y. 
21. Calcular K + у?) У, onde T é o sólido ° 


F 
delimitado por 453? + y! + 2 = 9, 


8.8 Aplicações 


As integrais triplas têm aplicações geométricas e físicas, Vamos discutir alguns exemplos de aplicação no 
de volume, massa, centro de massa e momento de inércia de sólidos. 


8.8.1 Cálculo de volume 
Seja T um corpo ou sólido delimitado por uma região fechada e limitada no espaço. 
Para encontrar o volume desse corpo, vamos subdividir 7 por planos paralelos aos planos coordenados, como: 
feito na Seção 8.1. Seja T, um paralelepípedo genérico dessa subdivisão, com volume AV,. Um valor aproximado. 
o volume total do sólido é dado por 


mem 
SA. 


memor cUm وو قي‎ 
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O volume do corpo é definido pelo limite da soma (1) quando п + co € a maior aresta dos paralelepípedos Т, tende 


а zero se esse limite existir. 
po اسا اتی‎ 


Temos 
8.8.2 Exemplos 
Exemplo 1: Calcular o volume do sólido delimitado inferiormente por z 2' superiormente por z = 6 e la- 


teralmente pelo cilindro vertical que contorna a região R delimitada por y = x? e y = 4. 
Solução: O sólido T pode ser visualizado na Figura 8.25. 
А projeção de T sobre o plano ху é a região R visualizada na Figura 8.26. 
Temos 
D 


-f[[« | [аво ou 


" 
к 


Figura 8.25 Figura 8.26 


192 
= jg unidades de volume. 
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Exemplo 


Solução: O sólido T, desse exemplo, foi analisado no Exemplo 4 da Seção 8.4, no qual salientamos a conveniència. 
projetar T sobre o plano xz ou sobre o plano yz (ver Figura 8.13). 


emos 


Ж ай E 
=D E sx 
10 3 E 
544 


Exemplo 3: Mostrar que o volume de uma esfera de raio a é H та? unidades de volume, usando integral tripla. 


Solução: Na Subseção 8.5.3 vimos a conveniência de usar coordenadas esféricas para esse caso. 


Temos 


: Calcular o volume do sólido 7 delimitado por y = 0, z = 0, y&z-5ez-4-x. 


unidades de volume, 


[ja 


p'sen à dp аф do 
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та? unidades de volume, 


Exemplo 4: Encontrar o volume do sólido limitado acima pela esfera x? + у? + 27 = 16 e abaixo pelo cone 
Br = y. 
Solução: O sólido pode ser visualizado na Figura 8.27. 

A projeção do sólido sobre o plano xy é а região R mostrada na Figura 8.28. Para obter a equação da circunferén- 
ia que delimita R, necessitamos encontrar а intersecção das superfícies 


+ 42-16 a 
Iert’? m 


que delimitam o sólido. 


Figura 8.27 Figura 8.28 


Temos 
3342-16 ou z=£2 


Substituindo o valor de z = 2 em (3) ou (4), obtemos 


"RE 
1% б) 


que é a equação da circunferência que delimita R. 
Vamos agora calcular o volume usando coordenadas cilíndricas. 


Temos 


(6) 
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64 
= om unidades de volume, 


3 
Observamos que a integral (6) pode também ser calculada usando as coordenadas esféricas de forma similar 
Exemplo 2 da Subseção 8.6.4. 
Temos 
wa 
V= f Í о? sen ¢ dp dé do 
ооо 
ou 
DEI 
o 
v= | sen ө” | dé do 
ШП 
$e 
e 


ЕЕ 


E т unidades de volume. 
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8.8.3 Aplicações físicas 
De maneira análoga ao que foi feito na Subseção 7.9.5, vamos analisar o uso das integrais triplas para calcular a 
de um corpo, as coordenadas do seu centro de massa e o momento de inércia em relação a um eixo L. 

Seja T um corpo ou sólido delimitado por uma região fechada e limitada do espaço. Vamos supor que a densidade 

(de massa (massa por unidade de volume) em um ponto (x, у, z) é dada pela função à = ê (x, y, z), contínua em T. 
Para encontrar a massa total desse corpo, vamos subdividir Т por planos paralelos aos planos coordenados, como 
ji feito na Seção 8.1. Seja Т, um paralelepípedo genérico, dessa subdivisão, com volume AV,. Um valor aproximado 

massa de T, pode ser escrito por 


8 (хь Yo AV 


fonde (ху, ) É um ponto genérico de Т. 
Um valor aproximado da massa total do corpo ou sólido é dado por 


5 "m Es " т Mm 
operam imita 


A massa total do corpo ou sólido é definida pelo limite da soma em (7) quando n + oc e a maior aresta dos para- 
Jelepípedos Т, tende a zero, se esse limite existir. 
Temos 


M = lim Y 8 (xis Ji 34) AV, 
2 


es 


(8) 


О momento de massa em relação ao plano xy, da parte do sólido que corresponde a 7;, € aproximadamente igual 


чё Gs Yi DAV 


O momento de massa em relação ao plano xy do sólido T é dado por 


M, = lim У zô (x, Yes Za) AV. 


“^2, 


(9) 


Analogamente, obtêm-se: 
o momento de massa em relação ao plano xz, 


ао) 
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о momento de massa em relação ao plano yz, 


As coordenadas do centro de massa, denotadas рог (X, y, 2), são definidas рог 


Outro conceito, já discutido na Subseção 7.9.5, é o de momento de inércia em relação a um eixo L. No caso de 
dos, temos que a distância de uma partícula, com massa concentrada em (Xi, yi, Z4), até: 


* oeixo z € dy = (X + уу 


1 
* oeixo y é de= (x + d: 


* ocio x é dy = (ra). 


Os momentos de inércia correspondentes são dados por: 


Momento de inércia, I, em relação ao eixo z, 


Momento de inércia, 1„ em relação ao eixo x, 


8.8.4 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular а massa e o centro de massa do sólido Т, delimitado por 2x + y + z = 1 e os planos c 
nados, sabendo que a densidade de massa em P(x, y, 2) é proporcional à distância até o plano xy. 


Solução. O sólido T pode ser visualizado na Figura 8.29. 
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Figura 8.29 


A densidade de massa é dada por ô(x, y, 2) = kz, onde К é uma constante de proporcionalidade. 
Vamos encontrar a massa total desse sólido usando (8). 
Temos 


аулау 


1 
м-к| Í zdzdxdy 
о 


1 
a» 


| (1 - 2х - y dx dy 


k 
zs unidades de massa. 
as 


Vamos agora calcular os momentos de massa My, M... M... definidos em (9), (10) e (11), respectivamente. 


СОЗ. ciu - ви de viros variveis, integrais mûltiplas integrais curiineas e de superficie 


Temos 


z dz dx dy; 


| yzdzdxdy 


юж га 


Resolvendo as integrais (16), (17) e (18), obtemos 


M, ds 
120 
k 
кыга 
240 


LS 


Portanto, as coordenadas do centro de massa são 


Exemplo 2: Um sólido tem a forma da região deli 


nadas do centro de massa. 


ав) 


am 


(18). 


1 - д? - у? eo plano xy. A 


dade em P(x, y, 2) é proporcional à distância de P até a origem. Escrever as integrais usadas para calcular as 
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Solução: O sólido pode ser visualizado na Figura 8.30. 


A densidade de massa é 


Bx, у, 
onde k é uma constante de proporcionalidade, 


Figura 8.30 


)-kG +у + 


Para calcular а massa total desse sólido, vamos usar (8). Temos 


Aa fje prat av. 


F 


(19) 


Considerando que a projeção do sólido sobre o plano xy é circular, vamos escrever (19) em coordenadas cilín- 


dricas. 
Temos 


21 


Ma 
vo 


Usando (9), (10) e (11), podemos escrever as 


T 
1 

Í ке? + 2)? r dz dr do. 

° 


integrais para calcular os momentos de massa: 


IEG ys ay dv 
T 

m E 

| EE: r dz dr do; 
o 


| эк?! + yt аў ау 


T 


211-8 


1 
rseno(r + 22)2 dz dr do e 


e 


o 


(20) 


(21) 


(22) 
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yis zydy 


Dessa forma, a coordenada F do centro de massa é obtida pelo quociente das integrais (23) e (20); a c 
Ў. pelo quociente das integrais (22) e (20), e 2, pelo quociente das integrais (21) e (20). 


Exemplo 3: Encontrar o momento de inércia em relação ao eixo z do sólido delimitado pelo cilindro х? + у? 
pelos planos z = 2 e z = 4, sabendo que a densidade de massa é igual a (12 + y?) kg/m’. 


Solução: O sólido pode ser visualizado na Figura 


Figura 8.31 


Usando (13), temos 


= fe- y) + y)dv 
T 


| 


Como а projeção de T sobre o plano xy é circular, vamos calcular (24) usando coordenadas cilíndricas. Temos. 


[e + y yay. es 


T 


asp 


[ 
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8.9 Exercicios 


1. Calcular o volume do tetraedro da Figura 8.32. 


Figura 8.32 


2. Calcular o volume da parte do tetraedro da Figura 
832: 
= entre os planos z = 1 e z = 2; 
* асіта do plano z 
* abaixo do plano z 


3. Calcular o volume do sólido delimitado por 
L+ = 4, 2 = 0 € 4x + 2 + 


4. Calcular o volume do sólido 


z=8- 7, no primeiro octante, 


5. Calcular o volume do sólido acima do plano xy deli- 
mitado рог z = + у? ex + у? = 16. 


6. Calcular o volume do sólido acima do parabolóide 
э? e abaixo do cone z = Vî + 


8. Calcular o volume do sólido delimitado pelos planos 
у= 0,: = 0, x + у = 4 e pelo cilindro parabólico 


z-21-x 


9. Calcular o volume do tetraedro delimitado pelos 
planos coordenados e pelo plano 7 


onde a, b, c são constantes positivas. 


10. Calcular o volume da parte da esfera + y? + 2 = 9 
entre os planos z = 1 e 272. 


Nos exercícios 11 a 19, calcular o volume do sólido deli- 
mitado pelas superficies dadas. 


n. 16; z-2ex*z-9. 


; z=x +4 ez=0: 
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13. 2-280 4 y ez-4- 36 - y. 
14. ^ez-4-2y-x. 
15. 2 +у? = 81; z=2 e z= 100. 


16. у= V8 3 P ey 


17. هر + د‎ + 2y =0; z= 


ez=4+p 


18. х+у+г 
nados. 


Y =2 e os planos coorde- 


+ رع 4= 2 +2 .19 


20. Calcular a massa dos sólidos limitados pelas superfi- 
cies dadas, considerando a densidade de massa igual 


a4 kg/m. 
a z= 
b) z-4- 24y 


21. Calcular a massa c o centro de massa do sólido deli- 


mitado por y y-9, z=0 e y*z-9, 
considerando a densidade de massa igual a | x | kg/m”. 
22. Verificar que o centro de massa de uma esfera de raio 


1 coincide com o seu centro, sabendo que a sua dis- 
tribuição de massa é homogênea, 


23. Calcular o momento de inércia em relação aos eixos 
coordenados do sólido delimitado por z = 4 — x^ — 


e z = 0, sabendo que a densidade de massa em 
ponto P é proporcional à distância de P ao plano xp. 


24. Calcular o momento de inérci 
dos x do sólido delimitado рог z = Ма +) 
z=4. A densidade de massa em um 
Р(х, у, z) é dada рог х2 kg/m”. 


em relação ao 


25. Calcular a massa e as coordenadas do centro 
massa dos sólidos delimitados pelas superfici 
dadas, supondo a densidade de massa constante. 
а) P+ry+?-2z=0 
b) x+y=2, : = 2 + у eos planos coorden 


26. Determinar a massa do sólido a 
delimitado pelo cone 9x? + 22 = y^ eo plano 
A densidade no ponto (x, y, z) é proporcional à 
tância do ponto ao plano xy. 


a do plano 


27. Um sólido tem a forma de um cilindro circular reto: 
raio de base а е altura л. Determinar o momento: 
inércia do sólido em relação ao eixo de simetria, se 
densidade no ponto P é proporcional à distância de 
até a base do sólido. 


28. Calcular o momento de inércia do hemis! 


X + y ez 51, x = 0 em relação ao eixo y. 
densidade no ponto Р(х, y, z) € proporcional à 
tância de P ao plano yz. 


Neste capítulo estudaremos as integrais curvilíneas, também 
chamadas integrais de linha. Inicialmente apresentaremos os con- 
ceitos de curva suave, orientação de uma curva, comprimento de 
arco e reparametrização de uma curva pelo comprimento de arco, 
necessários para o estudo dessas integrais. A seguir, exploraremos 
as integrais de linha de campos escalares, ilustrando sua utilização 
em diversas aplicações. 


As integrais de linha de campos vetoriais serão introduzidas por 
meio do conceito de trabalho realizado por uma força. 


Finalmente, veremos as integrais curvilíneas independentes do ca- 
minho de integração e o teorema de Green, que relaciona uma 
integral de linha ao longo de uma curva fechada no plano com 
uma integral dupla sobre a região limitada pela curva. 


9.1 Integrais de Linha de Campos Escalares | 
Nesta seção introduziremos o conceito de integral de linha de um campo escalar. Veremos que ela constitui uma 

generalização simples e natural do conceito de integral definida. 

9.1.1 Definição 


Seja C uma curva suave, orientada, com ponto inicial A e o ponto terminal B. Seja f (x, y, z) um campo escalar 
definido em cada ponto de C. Dividimos a curva C em n pequenos arcos pelos pontos 


A = By Pu Pass. Ba Pee Pa В. 


Denotamos por As; о comprimento do arco Р, |Р. Em cada arco P,- , P; escolhemos um ponto Q; (ver Figura 9.1). 


Calculamos o valor de f no ponto Q,, multiplicamos esse valor por As; e formamos a soma У) f (Q;) Аз. 


Figura 9.1 
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A integral de linha de ao longo de C, de А até B, que denotamos I f(x, у, z)ds, é definida рог 


quando o limite à direita existe 
A curva C é também chamada CAMINHO DE INTEGRAÇÃO. 
Se a curva C é suave por partes, a integral de linha sobre C é definida como a soma das integrais sobre cada 
suave de С. 


A | (x. у, z)ds também é denominada integral do campo escalar f com respeito ao comprimento de arco de 
c 


9.1.2 Cálculo da integral de linha 


Para calcular a integral de linha, necessitamos da equação que representa a curva C. 


1º Caso: Representamos С por й (5) = x(s)T + y(s) j + z(s)K, s € [a, b], onde s é o parâmetro comprimento: 
arco de C. 

Nesse caso, a divisão da curva C pelos pontos A^, А, ... , Р. P... ‚Р, origina uma partição no intervalo [a 
dada pelos pontos 


Ses 54. acus eb 


(ver Figura 9.2). 


Figura 9.2 


O ponto Q; em (1) tem coordenadas (x(5,), (5), 25) onde 3, é algum ponto do intervalo (5,-4, 5]: A soma. 
aparece em (1) pode ser reescrita como. 


COCO 


Essa soma é uma soma de Riemann da função f (х (х), у(х), z(s)). Assim, o limite em (1) é a integral defini 
dessa função. Temos, então, 


Slats). у(х), z(5)) ds о) 
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Exemplo 1: Calcular | (x + 2y)ds, onde C é a semicircunferéncia dada na Figura 9.3. 


Solução: Conforme vimos no Exemplo 1 da Subseção 2.12.6, a curva dada pode ser representada por 
П) =3 cos у +3 sen D$ 0=5=37. 


Figura 9.3 


Portanto, [еза [sos + seng) as 
с 1 


se 


s s 
= (жаз ise 2 36 


Exemplo 2: Calcular [е + y — z)ds, onde C é a hélice circular dada por 
E 
F(t) = cost? + sent + rk, do ponto P(1, 0,0) até O(1,0,27). 


Solução: A função comprimento de arco de 7 (1) é dada por 


з@) = | IP) dr 


Encontrando + como função de s, obtemos г = {ўр Loto. C pode ser reparametizada por 
1б) = cos Sai жаы] + 95 


O ponto P(1, 0, 0) corresponde a s = 0 е Q(1, 0, 277) corresponde a s = 2V/2. Portanto, 
avi 


=(s- 
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2º Caso: Representamos C por 
F(E) = x(t) T + y(t) F + z(ü)K, г € [ro 1ı], onde t é um parâmetro qualquer. 
Para calcular a integral de linha nesse caso, fazemos uma mudança de variáveis em (2). Temos 


4 


; 
[reas = Глос зоа [restos о, о) a 


c ` % 


ds 5 
Como" = Ir (t), temos 


Exemplo 3: Podemos resolver o Exemplo 2 do 1º caso, desta seção, usando a fórmula (3). Temos 
F(1) = costi + seni] iK; 
Ра) = -senti + сом] + Ё; 
0) = У. 
Ао ponto P(1, 0, 0) corresponde г = 0 e ao ponto Q(1, 0, 27) corresponde t = 27. Logo, 
2e 


Jery- әш | Coot + жай - 0) + Va ar = Vr (ı - т). 


© ° 


Exemplo 4: Calcular [sts onde C intres das superficies x? +y =4ey+z=8. 


© 
Solução: A Figura 9.4 mostra um esboço da curva С. Para parametrizá-la, observamos que x e y devem satis 
equação da circunferência x? + у? = 4, que é a projeção de C sobre o plano xy. Fazemos, então, 


x = 2 соз у = 2зепг; t € [0,27], 


Figura 9.4 
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|, obtemos 
8 —-2sent. 


Substituindo o valor de y na equação y + z 


Portanto, 
F(t) = 2 costi + 2sent] + (8 — 2senr)K, t € [0,27]. 


Usando (3), temos 


à 
favas = [ru «2V1 + cost dt 


c U 
ЕА 


- sfa + cos)?  2cost sen t dt 


2 >» 
= -4 ۰2 (1 + cos) 
3 o 


Exemplo 5: Calcular | (x + y)ds, onde C é a intersecção das superfícies x + y = 2ex? + y? + 22 = 2(х + у). 


° Conforme Exemplo 3 da Subseção 2.7.18, uma equação vetorial de C é dada 
por 
FU) = (1 = cost) + (1 + cost) + V2sentk; t€ [0,2]. 
Logo, 
E 
je + y) ds ја — cos t) + (1 + cos 1)] V2 dr 
c 5 
m 
= EIE, 
D 
= Var. 


9.1.3 Propriedades 

As propriedades das integrais de linha são análogas às propriedades das integrais definidas, 

Nas propriedades que seguem estamos supondo que С é uma curva suave ou suave por partes e que f(x,y, 2) е 
g(x, у, 2) são funções contínuas em cada ponto de C. 


Temos 
a) IE FG y tds = k | f(x, у, z)ds, onde k é uma constante, 
c t 
b) Jus» z) + g(x, y, z)]ds = [res ds + IF z)ds. 
t t с 


€) Se C é uma curva com ponto inicial А е ponto terminal В; P um ponto de C entre A е В; C, a parte de C de A 
até P e С, a parte de C de P até B (ver Figura 9.5), então 


[re »z)ds = [re z)ds + fre >. 2)45 


c а а 


d) | fls ads = I F(x, y, z)ds, onde —C representa a curva C orientada no sentido oposto. 


2 E 
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в 
Ega 
Figura 9.5 

9.1.4 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular рь ds, sendo С о triângulo de vértices A(O, 0), B(1, 0) е C(1, 2), no sentido anti-horário. 
с 


Solução: Para calcular a integral, devemos dividir a curva C em trés partes suaves, conforme a Figura 9.6. 


Figura 9.6 
Uma parametrização de C, é 7 (£) = ti, t € [0,1]. 
Portanto, 
1 
JET Е 14=0 


а 0 


С, pode ser parametrizada por F (1) = É 1j, t € [0,2]. 
Assim, 


2 
Joris - [51e 
& о 


O caminho C; pode ser representado por 


F( = (1- 0T + 2-20j, tE (0,1) 


Portanto, 


n 
[за [за = 0(2 - 20 - V5 dt. 
а ° 

i 


= 305 | о -4+ 2P) dr 
о 


= 2\5. 
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favas - [зов + Е + IE 
c а 


Ехетріо 2: сааш | (xl + Iyl) dse Го + ly!) ds, onde C é o segmento de reta AB, com A(-2, 0) e B(2, 2). 


c E 
Uma equação vetorial de C é dada por 


ти) = (-2 + 40)T +], (€ 0,1} 


Portanto, 


n 
[е + Iyl)ds = IEEE + 1201) 2V5 dt 


c ° 


2 n 
- nal fo — Ac 2r)dt + [ег + 4 + »»| 


ia 
] 
8 


Ta 
+(-2+38) 


- 205 [e - 


Conforme vimos na Subseção 2.11, a curva —C é dada por 
Т0) = (а +0), t€la b. 


Como F(t) = (-2 + 4t) i +217, t € [0,1], temos 
7(0 = 0-0) 
= (2-4) + (2-2), 16 [0,1]. 


Portanto, 
n 


Jen + ona = [qa n i-am ava = v. 


2 ° 
Aplicações 
A seguir, desenvolveremos algumas aplicações das integrais curvilíneas de função escalar. 


9.1.5 Massa e centro de massa de um fio delgado 
Consideremos um fio delgado de densidade variável. com a forma de uma curva C, como na Figura 9.7. 
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seção ransversai 
prn é 
$ 
no DELGADO 
ava C ro espaço 
A 
Figura 9.7 


Vamos supor que sua densidade de massa р(х, y, 2) seja constante sobre qualquer seção transversal de área 
Então o fio pode ser identificado com a curva C. 
A função f(x, y, г) = р(х, y, 2) S é chamada densidade linear de massa ou massa por unidade de compri 
Se o fio é representado pela curva C da Figura 9.8 e se a densidade no ponto (x, y, г) é dada por f (x, у, г), 
uma aproximação da massa da parte do fio entre P,_, е P, é dada por 
f(Q)As. 


Аер 
Figura 9.8 


А massa total M do fio é aproximadamente igual à soma 
2004s: 


Portanto, pela definição 9.1.1, obtém-se 


-O 


O centro de massa (3, y, 2) é dado por 


Frera ds 


с 


O ponto (х, y, 2) é também chamado centro de gravidade. A coincidência do centro de gravidade com o centro d€ 
massa vem da hipótese de que o campo gravitacional da Terra é uniforme. Algumas experiências nos mostram que essa. 
hipótese não é inteiramente correta. No entanto, para quase todos os problemas de Mecânica, ela é usada. 


9.1.6 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular a massa de um fio delgado com forma de um semicírculo de raio a, considerando que a densi- 
dade em um ponto P é diretamente proporcional à sua distância à reta que passa pelos pontos extremos. 


Solução: O fio tem a forma da curva C representada na Figura 9.9. 


Figura 9.9 


Uma parametrização de C é dada por 
T(t) = а costi +asentj, t€ (0, т]. 


Como a densidade f (x, y) no ponto (x, y) é diretamente proporcional à sua distância à reta que passa pelos pontos 
extremos do fio, analisando a Figura 9.9 concluímos que f(x, y) = ky, k constante. 
Então, 


M= [re ons 
c 
- [oa 


= каза -Vasen t) + (а eos d 
1 
= 2k а? unidades de massa. 


Exemplo 2: Calcular as coordenadas do centro de massa de um fio delgado que tem a forma da hélice 


Е 


F(t) = 2costi +2sentj + SiR, (€ (0,27), 
se a densidade по ponto (x, y, 2) £x? + у? + 22. 
Solução: Inicialmente, vamos calcular a massa M do fio. Temos 
M= [erya 


с 
2 


= [ч соб + 4зеп?г + 252) + \/(—2 зеп 1)? + (2 cos t)! + 25 dt 
° 


4 
= [aem VS ar 


5 
= 75 (sr + 200 wa) unidades de massa. 
A coordenada 3 é dada por 
|e + 7+ mas 
а 


x 


М 
E cos 1(4 + 252) V29 de 
. 
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ات + عر + þe‏ 


c 


» 


[ца + 250) 29 dt. 


Substituindo o valor de M. já encontrado, vem 


—75т 
3 + 2517 


у= 
Finalmente, calculamos Z, que é dado por 


z |+ +2 
e 


= x [se 250) V/29 dt 
° 


15(2т + 2517) 
6+0 c 


9.1.7 Momento de inércia 


Portanto, 2 


Cada ponto material em um corpo em rotação tem uma certa quantidade de energia cinética. Um ponto material P. 
de massa m, a uma distância г do eixo de rotação, tem uma velocidade v = wr, sendo w a velocidade angular do ponto. 
P (ver Figura 9.10). A energia 


Санто ө. Integrais симез IID 


Figura 9.10 


Para um corpo composto de massa puntiforme discreta, a energia cinética total é dada por 


кеттй) % 


O somatório que aparece em (4) define o momento de inércia do corpo em relação ao eixo de rotação considerado, 
Se о fio delgado tem densidade variável f (x, y, z), fazendo considerações análogas às que foram feitas na Subseção 
9.1.5, concluímos que o momento de inércia do fio em relação a um eixo L é dado por 


(5) 


sendo 8(x, y, 2) a distância do ponto (x, y, z) de C ao eixo L. 
9.5.8 Exemplo 


Um arame tem a forma de um semicírculo de raio 4, conforme a Figura 9.1 1. Determinar seu momento de inércia 
“em relação ao diâmetro que passa pelos extremos do arame, se a densidade no ponto (x, y) é x + y. 


Figura 9.11 


lução: Uma equação vetorial de C é dada por 
PU) = 4cost? + 4sentj, t€ [0,7]. 


Para usarmos (5) necessitamos encontrar (x, у, 2). Como o eixo L coincide com o eixo dos x, temos 8(х, y, 2) = у. 


= [уе + y)ds 
© 


= Jis (4 cost + 4sen t) 4dt 
D 


- EJI (зеп? cost + зеп?) аг 
° 


9.1.9 Lei de Biot-Savart 
A Figura 9.12 mostra uma carga puntiforme positiva q, movendo-se com uma velocidade Y. Essa carga em 
mento origina um campo magnético, cuja intensidade, em um ponto qualquer Р, é dada por 
kqvsenü 
в,= 847126 
sendo que k é uma constante, r é a distância de P a q e Û é o ángulo formado por V е 7. 


Р 


Figura 9.12 


Veremos agora como determinar a intensidade, em um ponto qualquer Р, do campo magnético Ë, produzido: 
todas as cargas em movimento em um circuito, 

Suponhamos que uma corrente elétrica de intensidade i circula um condutor com a forma de uma curva C, c 

a Figura 9.13, Dividimos o condutor em pequenos elementos de comprimento ds. O volume de cada elemento é 

I por A ds, onde A é a área de sua seção reta. Se existirem л portadores de carga por unidade de volume, cada um де 

4, a carga total dQ, em movimento no elemento, é 


40 = nq Ads. 


O conjunto de cargas em movimento, no elemento, é equivalente a uma única carga dQ, movendo-se com vel 
Ў. Portanto, em um ponto qualquer P, o campo magnético dË produzido рог essas cargas tem intensidade dB dada 


као 


Figura 9.13 


Ads v. 
Substituindo (6) em (7), obtemos dB = apad Mas n q v A é a intensidade i da corrente do el 


to, de modo que 


B-k 


possc аалы 
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A expressão (8) é chamada Lei de Biot-Savart. Ela nos dá a intensidade, em um ponto qualquer Р, do campo mag- 
nético dB, produzido pelo conjunto de cargas em movimento no elemento ds 

A intensidade em um ponto qualquer P do campo magnético resultante 
integral 


|, devido ao circuito completo, é dada pela 


9.1.10 Exemplos 
Exemplo 1: Seja um condutor da forma de uma espira circular de raio 2, percorrido por uma corrente de intensidade 


i, como mostra a Figura 9.14. Encontrar a intensidade do campo magnético В, no centro da espira. 
e0 90. Enio, 8 = k | fas. 


Nesse caso, г e 0 são constantes: 


Figura 9.14 


Resolvendo a integral, temos 


B- «|: МС? епт)? + (2созг) dt = HET = kri 
° ° 
Exemplo 2: Um condutor tem a forma de um triángulo retángulo de lados 3, 4 е 5. Uma corrente de intensidade i 


circula o condutor, Determinar a intensidade do campo magnético resultante no vértice de menor ângulo. 
€, eC. 


А Figura 9.15 mostra o condutor que é formado por três segmentos retilíneos 
A intensidade do campo magnético Ё по ponto P é dada por 


Figura 9.15 


Devemos calcular as integrais ao longo de Cj, C; e Су. 


ШУЭ) cálculo B - Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilîneas е de superficie 


Temos 
a) Ао longo de Су: Nesse caso, r 


b) Ao longo de Су: Também, nesse caso, sen 6 = 0 e, dessa forma, 
I 
p 


ds =0, 
& 
с) Ао longo de Cy; Conforme Figura 9.16, temos г = V4 + y esen Û = 
O segmento C; pode ser parametrizado por 
F(D = 8-3)0j. rE 0.1 


Portanto, 


i 
4 
Je + (3-3)? [16 + (3— зу 
1 
- vifus + (3-30? 


° 


A integral fis + (3 — 307]? dt € resolvida pela substituição trigonométrica 3 — 3 = 4 tg 6. Temos 


isene , [10º (3-3) ' 
| п aus چ‎ 


& 


rt 6-53 85 ) 
48 \ул6 + (3-3) Va6- 9. 


ki 
Р T = ===, 
'ortanto, 8 


=.“ 
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9.2 Exercicios 


Nos exercícios 1 a 19, calcular as integrais curvilíneas. " 
z 11. | (x + у + z) ds, onde C é o quadrado de vértices 


с 
1, 0, D, (1, 1, 1), (0, 1, 1) e (0, 0, 1). 


i 2 
ке liga A(1, 2, 3) a B(2, 0, 1). 12. | xy ds, onde Сёа elipse 5 + 


а 


1. | (2x — y + z) ds, onde С é о segmento de reta 


E 


p 


2. ud é arábol; 2 2. 
(Gy = Va) ds, onde С é o arco de parábola 13. |xy? (1 — 2x2) ds, onde C é a parte da curva de 


yx = 1 de A(1,0,0) a B(1, 2,4). e А qe 
Gauss, у = е”, A(O, 1) até x. RÀ! 
d 
3. | xz ds, onde C é a intersecção da esfera 2 
14. ds, onde C é a curva dada por 
© йа 
x «oy! + = 4 com o plino ay: EU eua 
y de (0, Da (1, 2) 


Ez 
4. | lyl ds, onde C é a curva dada por y = x de 
15. | (Ixl + 151) ds, onde C € o retângulo formado 


-1)a(1, 1). c 
pelas retas x = 0, x = 4, y = -1e y= 1 


5. | y( — 2) ds, onde C é a intersecção das superf 16, [ Cx + y = 1) ds, onde C é a parte da intersecção 
© 

isr +y + ج‎ = z P 
Six ty te OX das superfícies z = x? + y! e y = 1 que está abaixo 


do plano г = 5. 
6. | (x + y) ds, onde C é a intersecção das superfícies 
17. | (x? + y? — z) ds, onde C é a intersecção das su- 


zez=4. 


с 
perfícies? + у? ez 


7. | 2ху ds, onde C é o arco da circunferência 
18. | (x — у) ds, onde C é o triângulo da Figura 9.17. 


de (2,0)a (1, V3). c 


c 
Pay 


8. | x? ds, onde C é o arco da hipociclóide 2 


c 
ay? = аЛ, а > 0, 1? quadrante. 


T 
9 / J^ ds, onde CO 1° arco da ciclóide 
c 


Figura 9.17 


FO) = 2(t - sent)? + 2(1— cost)j. 19. Ју onde Ce asemicireunferência da Figura 918. 
c 


10. je + y? + 7) ds, onde С é а intersecção das 
c 


superfícies Те 


Figura 9.18 


Te Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superficie 


20. Um fio delgado é preso em dois suportes fixos de mes- 
ma altura, tomando a forma da catenária y — cosh x, 
—2 = x = 2. Supondo que a densidade do fio seja a 
mesma em todos os pontos, calcular a massa do fio. 


21. Dado um arame semicircular uniforme de raio 4 cm: 
3) Mostrar que o centro de massa está situado no eixo 

de simetria a uma distância de É cm do centro. 
b) Mostrar que o momento de inércia em relação ao 


diâmetro que passa pelos extremos do arame é 
8M, sendo M a massa do arame. 


22. Calcular a massa de arame cujo formato é definido 
pela intersecção do plano 2х + у + z = 4 com os 
planos coordenados, se a densidade do arame em um 
ponto (x, y, 2) € 2x + 1. 


23. Determinar а massa de um fino anel circular de raio 
2 cm, sabendo que sua densidade é constante. 


24. Calcular o momento de inércia em relação ao eixo 
dos z de uma espira da hélice circular uniforme. 


F(t) = 2costi + 2sentj + tK. 


25. Um fio delgado tem a forma do segmento de reta que 
une os pontos (1, 1) e (2, 4). Determinar o momento 
de inércia do fio em relação ao eixo у = —1, supon- 
do que a densidade no ponto (x, y) é proporcional à 
distância desse ponto até o eixo dos y. 


26. Calcular o centro de massa de um arame com forma de 
um quadrado de vértices (0, —1), (2, — 1), (2, 1) e (0, 1) 
sabendo que a densidade no ponto (x, y) é proporcional 
ao quadrado da distância desse ponto até a origem. 


27. Dá-se a um arame a forma de um arco de parábola, 
conforme a Figura 9.19. Se a densidade no ponto (x, 
3) é proporcional à sua distância ao eixo de simetria, 
calcular a massa e o centro de massa do arame. 


Figura 9.19 


28. Calcular a massa de um fio delgado reto de 2 m de com- 
primento se a densidade em cada ponto é proporcional 
à distância desse ponto à extremidade mais próxima. 


29. A Figura 9.20 mostra um fio delgado C e um eixo) 
Calcular o momento de inércia do fio em relação! 
eixo L, supondo a densidade constante. 


Figura 9.20 


30. Um segmento retilíneo de fio, de comprimento. 
conduz uma corrente i. Mostrar que a intensidade! 


campo magnético B, associado a esse segmento, 
uma distância К, tomada sobre a sua mediatriz 
Figura 9.21), é dada por 


n akit 
(е + ART 


Figura 9.21 


31. O fio mostrado na Figura 9.22 conduz uma corrente 
Determinar a intensidade do campo magnético B. 
centro C do semicírculo, produzido: 

а) porum dos segmentos de reta de comprimento 6 
b) pelo segmento semicircular de raio R; 
c) pelo fio todo. 


М 

Er i S 

Ei ES, 
Figura 9.22 


32. Uma espira quadrada de lado a conduz uma corrente 


i. Mostrar que a intensidade do campo magnético É. 
no seu centro, é dada por 
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9.3 Integrais de Linha de Campo Vetoriais 


A integral de linha ou curvilínea de um campo vetorial também pode ser considerada como uma generalização na- 
tural do conceito de integral definida. Para compreender sua origem e utilidade, iniciamos explorando intuitivamente o 
conceito físico de trabalho. 


Trabalho realizado por uma força 


Na Física, o trabalho realizado por uma força constante f, para deslocar uma partícula em linha reta, é definido 


como o produto da componente da força da direção do deslocamento pelo deslocamento. 
Então, conforme a Figura 9.23, se denotamos por w o trabalho realizado por 7 para mover uma partícula de A até 


B, temos 


w = (Iflcosa)/ÃB 


IFIÄBI cosa = f · АВ. 


Figura 9.23 
Vamos analisar agora, a noção mais geral de trabalho, supondo que uma partícula se move ao longo de uma curva 
С, sujeita à ação de um campo de forças variável f. 


Suponhamos que a curva С: 7 (1) = (аг), y(r), z(r)). t € [a, b), seja suave e que 7 = f (x, у, z) seja contínua 
nos pontos de C. Dividimos С em pequenos arcos e aproximamos cada arco por um segmento retilínco tangente à curva, 
como mostra a Figura 9.24. 


م ادد 


Figura 9.24 


Além disso, aproximamos а força variável f que atua em arco genérico P,P, pela força constante f (P). 


E. O trabalho realizado pela força constante f (Р). ao longo do segmento retilínco tangente à curva no ponto P, é 
lo por 


fan Pa 
ima aproximação do trabalho realizado por J ao longo de P,P,, ү. Assim, 


X fa) PUAN 


nos dá uma aproximação do trabalho total w, realizado por 7 ao longo de C. 


СЕЕ Cálculo В — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superficie. 


9.3.1 Definição 
Sejam C: F (t) = (x(t), y(t), z(t)). t € (a, b], uma curva suave e f = f (x, у, z) um campo de forças con 
sobre C. O trabalho realizado por f para deslocar uma partícula ao longo de С, de A até B, é definido como 


n) St, [m 


., Podemos observar que o somatório da expressão (1) é uma soma de Riemann da função de uma vari 
JT (0) + T (1r) sobre [a, b]. Portanto, 


STCO 704 à 


G 2) para deslocar uma partícula, em linha reta, 


9.3.2 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular o trabalho realizado pela força f = 
ponto P(1, 2) até Q(3, 4). 


Solução: Para calcular o trabalho, necessitamos de uma parametrização da trajetória С da partícula, que, nesse ехепу 
é o segmento de reta que une Р(1, 2) a QG, 4), conforme a Figura 9.25. 

Uma parametrização de C é dada por 
FA = (1,2) +(3—1,4—2)уг= (1 + 24,2 +2), € [0,1]; 


- [62 +55) 
1*2: 2+2, 


= (In (1 + 20) mer) 
lo 


=In3+In4-In2 
= In 6 unidades de trabalho. 


UTERE ШШ 
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Exemplo 2: Uma partícula move-se ao longo da circunferência х? + y^ = 4, z = 2 sob a ação do campo de forças 


fx y.z) = S onde F =хї + yj + zR. 
ү 


Determinar о trabalho realizado por f, se a posição i 
horário, completando uma volta. 


ial da partícula é P(2, 0, 2) e ela se move no sentido anti- 


Solução: A Figura 9.26 mostra a trajetória C da partícula. De acordo com a Subseção 2.7.7, С pode ser representada 
pela equação vetorial 
F(t) = (2 cos t,2sent,2), 0=1=2m. 


Figura 9.26 


A função f que define o campo de forças é 


Fy 


Portanto, 


w=[700) = Fo) dt 


e 


:j (4 costr + 4зепїг + 4) 
D 


(2 cos t,2sent,2) + (-2 sent, 2 cost, 0)dr 


2 


| (4 cos sen t + 4 cos r sen t)dt 


1 
EU 
= 0 unidade de trabalho. 
A integral sobre uma curva C, como surgiu na definição de trabalho, pode ocorrer em outras situações e é deno- 


minada integral curvilínea do campo f ao longo de C. 


9.2.3 Definição 
Seja C uma curva suave dada por 7 (f), t € [a, b]. Seja 7 = f (x, y, z) um campo vetorial definido e limitado 


sobre C. A integral curvilínea de f, ao longo de C, que denotamos I F - d? , é definida рог 


(3) 


sempre que a integral А direita existe. 


cE Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superficie 


Quando a curva C é suave por panes, definimos | F - dF como a soma das integrais sobre cada parte suave de 

© 
Se о campo f tem componentes fi, f; е fs e F(t) = (x(1), y(t), z(1)). t € [a, b], a integral curvilínea de F 
longo de C pode ser reescrita como 


a Gr. уй), z()) x 0) + Их), уй), z(0) Y 0) + 5(х(й), (E), z() z (0) dr. 


A equação (4) nos sugere a notação 


tradicionalmente usada para representar a integral curvilínea de um campo vetorial 


9.3.4 Propriedades 

Na subseção 9.1.3 vimos as propriedades da integral de linha de campo escalar f. As propriedades (а), (b) e (c); 
manecem válidas para a integral de linha de um campo vetorial 7. A propriedade (d) é substituída por: 

Ji 4-- [ru 
I c 

Além dessas propriedades, convém destacar a relação existente entre a integral de um campo vetorial e a й 
de um campo escalar. Temos a seguinte proposição: 
9.3.5 Proposição 

Seja f um campo vetorial contínuo, definido sobre uma curva suave C: 7 (1) = (x(1), (1), z(1)).! € [a,b] 
T é а componente tangencial de f sobre C, isto é, T é a componente de 7 na direção do vetor tangente unitário de 
temos [7 di = fras 


c c 


Prova: Seja й (r) = — o vetor tangente unitário de C. A componente tangencial de F, que pode ser visualizada) 
ire 


Figura 9.27, é dada por T = |f |cos 6. 


o |ERM 
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Portanto, usando a fórmula da Seção 9.1, temos. 
n 


fras- | Tl), уй), ги)) IPO lde 
é i 


Tt). 09) йу]! (о)! 


ооо) 783 Hol dr 


ILIO] 


' 
چک‎ зн 
En 


Essa proposição nos permite fazer uma análise da integral de linha de um campo vetorial em diversas situações 
práticas, como segue: 

1) Se, em cada ponto P da curva C. o campo f é perpendicular a um vetor tangente a Сет P, a integral de 7 ao 
longo de C será nula. Em particular, se f é um campo de forças, será nulo o trabalho realizado por f ao longo 
de C. 

2) Seo campo f é o campo de velocidade de um fluido em movimento, a componente tangencial de 7 determi- 
па um fluxo ao longo de C. Se a curva С é fechada, a integral de linha de f ao longo de C, que denotamos 
E + dF, mede a tendência do fluido de circular em tomo de C e é chamada circulação de f sobre C. Em 


c 
particular, se C é uma curva plana e o campo de velocidade é perpendicular ao plano que contém C, а circu- 
lação será nula. 


9.3.6 Exemplos 
Exemplo 1: Calcular [еа + yzdy + 3zdz) ao longo da: 
é 


a) parábola z = x^, y = 2, do ponto A(O, 2, 0) ao ponto В(; 
b) linha poligonal A O B, onde O é a origem. 


Solução de (a): A Figura 9.28 mostra o caminho C de integração. Fazendo x = 
C, dadas por 


obtemos as equações paramétricas de 


1e[0,2] 
Utilizando a equação (4), vem 


[Far - [eese oem 
é ә 


Observamos que, nesse item, poderíamos ter usado сото parâmetro a variável x, já que para parametrizar С fize- 
mos x =t. 


28. 


E soa Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Solução de (b): A Figura 9.29 mostra o caminho C de integração. Como o caminho não é suave, vamos dividi-lo 
dois pedaços suaves C, e Ca 


i 
i 
i 


+ 


Figura 9.28 Figura 9.29 


O caminho C, tem equação vetorial 7 (t) = (2 — 27) j, t € [0,1]. 
Portanto, utilizando a equação (4), temos 
i 


[i= [о-оо -2:0-0 + 3-0-0]dt = 0. 
а D 
O caminho C; tem equação vetorial 
ти) = 21 «2j 4k, ге (0,1. 
Portanto, utilizando а equação (4), temos 


1 
Ја [p uzturs naa 
à 


à 
Logo, 
100 
| [2xdx + yzdy + Sede) = | rar + yzdy + Зайд + | [хах + yady + dede) = ^ 
с а А 
Exemplo 2: Calcular р + dT, sendo f = (xz, ху, yz) e C o caminho poligonal que une o ponto A(1, 0, 0) 


ponto В(0, 2, 2), passando por D(1, 1, 0). 


Solução: Para calcular a integral, dividimos C em dois caminhos C, e Cz, conforme a Figura 9.30. 


O caminho C, tem equação vetorial 
T()- ij, teta 
Portanto, utilizando a equação (3), temos 
i n 


Је - Ja +0,1 +1, +0) + (0,1,0)dt = Ја E 


a ° ° 


Carltuto 9 Integrais cuis HTD 


Figura 9.30 
O caminho C; pode ser representado pela equação vetorial 
7(0- 0-01 + (1+ DÎ + uk, (e (0,1) 


Portanto, utilizando a equação (3), vem 


& 


; 
fiar- fia - yn (1 00 жи), (1 + 020 (=1,1,2)4 
1 
= [r= 2070 + (1= 1 (2r + 22) оја 


Logo, 


Exemplo 3: Calcular o trabalho realizado pelo campo f 
longo da semicircunferência x? + у? = 4, y = 0, no senti- 
do anti-horário. 


pem EE ) para deslocar uma partícula ao 


Solução: Nesse exemplo, podemos verificar que, em cada ponto de C, о campo 7 é perpendicular ao vetor tangente 


unitário de C (ver Figura 9.31). Portanto, a componente tangencial de F sobre C é nula e, dessa forma, pela proposição 
9.3.5, concluímos que 


w= [7-а 
IE 


c 


Figura 9.31 


TEED ооо - Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvlieas e de superficie 


Exemplo 4: O campo de velocidade de um fluido em movimento é dado рог 
Pe (na). 
Calcular a circulação do fluido ao redor da curva fechada C = C, U C; U Су, vista na Figura 9.32. 


Y 


Figura 9.32 


Solução: A circulação do fluido ao redor de C é dada por 


[а= Fedra [voar + ficar. 
e & & g 


Antes de passarmos ao cálculo dessas integrais, é interessante analisar a representação geométrica do campo vetori 
V (ver Figura 9.33). Podemos observar que, em todos os pontos dos caminhos C, е Су, о campo V é normal a С. 


para esses caminhos, a componente tangencial de 7 é nula. Da proposição 9.3.5, segue que 
Гао e frar-o 
e 6 


Figura 9.33 


Basta, então, calcular IE «dr. 
G 
Como uma parametrização de C; é dada por 7 (1) = (1,1), t € [1, 2), usando a equação (3), temos 


сс cm 


| 
ri 


Logo, a circulação do fluido em torno de C é igual a 1 
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41) (0.1) dt = [а-1 


9.4 Ехегсісіоѕ 
1. Calcular о trabalho realizado pela força 
РА 1 1 
T is +2 y+ з) 


para deslocar uma partícula em linha reta do ponto 
P(3, 4) até QC-1, 0). 


2. Determinar o trabalho realizado pela força 


para deslocar uma partícula ao longo da curva y = 1/x 
do ponto (1, 1) ao ponto (2, 1/2). 


3. Determinar o trabalho realizado pela força 


Јо, ула) = (50,22) 
para deslocar uma partícula ao longo da poligonal 
que une os pontos A(O, 0, 0), (0, 1, 0), CO, 1, 1) e 
D(1, 1, 1) no sentido de A para D. 


4. Determinar o trabalho realizado pela força constante 
f = Î + j para deslocar uma partícula ao longo da 
reta x + y = 1 do ponto A(O, 1) a B(1, 0). 


5. Calcular o trabalho realizado pela força f 
para deslocar uma partícula ao longo da hélice 


T(t) = (cost, sent, 2£) der = Oat = 27. 


6. Calcular o trabalho realizado pela força 


7 =21 + xj + zk sobre uma partícula ao longo 
de C, que é mostrado na Figura 9.34. 


D 


Figura 9.34 


7. Determinar o trabalho realizado pela força 
fa. 22) para deslocar uma partícula ao 
longo da hélice dada por 7(t) = (2 cos f, 2 sen 1, 21) 
do ponto A(2, 0, 0) ao ponto B(2, 0, 477). 


8. Um campo de forças é dado por 


onde F = (x, y). Sob a ação desse campo, uma 
sobre a curva х? + 4y? = 16, 


ВО. 2). Determinar o trabalho realizado por f nesse 
deslocamento. 


9. Um campo é formado por uma força f, de módulo 
igual a 4 unidades de força, que tem a direção do 
semi-eixo positivo dos x. Encontrar o trabalho desse 
campo, quando um ponto material descreve, no senti- 
do horário, a quarta parte do círculo х? + y = 4, 
que está no 1º quadrante. 

10. Encontrar o trabalho de uma força variável, dirigida à 
origem das coordenadas, cuja grandeza é propor- 
cional ao afastamento do ponto em relação à origem 
das coordenadas, se o ponto de aplicação dessa força 
descreve, no sentido anti-horário, a parte da elipse 


4 + 167 190 1º quadrante. 

Nos exercícios 11 a 17, determinar a integral curvilínea do 
campo vetorial f, ao longo da curva C dada. 

11. F(x. y) = (х,у); C € о quadrado de vértices 


(71, — D, CC, 1), (1, 1), (1, —1) no sentido anti- 
horário. 


12. f(x yz) = (2, 1/y, хг): C é о segmento de reta 
que une о ponto A(2, 1, 0) ao ponto B(0, 2, 2). 


13. f (x, y) = Gy ху); Cé o arco da parábola x = 
do ponto (0. 0) ao ponto (4, 2). 


14. f (x. y) = (fy, ху); C é о segmento de reta que 
une о ponto (0, 0) ao ponto (4, 2). 


= Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


15. f(x, y, z) = (x, y, z); C é a intersecção das super- 
fícies x? + y! — 2y = Oe z = y orientada no senti- 
do anti-horário. 


f» 


ти) = 


Fx yz) = (7 ya, xz, xy); C é a elipse 
22 + 9y! = 36 no ponto z = 2, orientada no 
Sentido anti-horário. 


16. (ixl lv): C é a curva dada por 


+Pjre(-1,1) 


17. 


Nos exercícios 18 a 25, calcular as integrais curvilíneas 
dadas: 


18. | [хах + ydy), onde C é o triângulo de vértices 


c 
(0, 0), (0, 1) e (1, 1) no sentido anti-horário. 


19. | |х|ду, onde C é o segmento de reta x = 2y — 1 do 


c 
ponto A(—3, =1) ao ponto В(1, 1). 


20. |[x'dx + y'dy + 242) onde C éo arco de hélice cir- 


c 
cular dado por 7 (£) = (4 cos t, 4 sen 1, 81), £ € [0,227]. 
21. |[zdx + ydy — хаг), onde C é a intersecção das 
t 

superfícies y+z=8e ê + y + 7 — 8: = 0. 
Considerar os dois possíveis sentidos de percurso. 
22. |[dx + dy + dz] onde C é a intersecção das super- 
c 
fíciesy + z = Sez = 4 — x? do ponto AQ, 5, 0) ao 
ponto B(-2, 5, 0). 

23. |[xdx + ydy + хаг), onde C é a intersecção das 


c 
superfícies z= Vx! y! e x=2 do ponto 


А(2, — V2, 4) ao ponto B(2, V/12, 4). 


24. | [ydx + zdy — xydz) onde C é dado por y = sen x; 


i 


x € [0,27]. 


95. 


y edx, onde C é dado por y = 12, x € [71,0]. 


е 


26. Calcular a integral 1 = | [xe'dx = (x + 2y)dy), 


onde C é: 


27. 


28. 
29. 


30. 


31. 


a) o segmento de reta de (0, 0) a (~ 

b) a trajetória parabólica у = —2х° de (0, 0) a 
C1, 72x 

€) a poligonal de (0, 0) a (0, 1) a (-1, -2). 


Calcular a integral do campo vetorial 7 = (2xy, 4, 32) 
do ponto A(O, 0, 0) ao ponto В(1, 1, 2), ao longo dos. 
seguintes caminhos: 

a) segmento de reta que une os pontos dados; 

b) intersecção das superfícies z = x^ + y? ex = у; 
€) poligonal A СВ, onde C = (3, 3, 1). 


Resolver o Exercício 27 para f = (3x2, 4yz, 2xy)- 


Calcular a integral do campo vetorial f = (=, x) 
ao longo dos seguintes caminhos fechados, no senti- 
do anti-horário: 


a) circunferência de centro na origem e raio 2; 
b) elipse х? + 36y? = 36; 
€) triângulo de vértices (1, 1), (=1, 1) e (0, =1). 


Resolver o Exercício 29 para f = (xy^,x*y).. 


Calcular a integral / = Je + zdy + cosy dz) 
ao longo de C, que é mostrado nas figuras 9.35, 936 


e937. 


Figura 9.35 


Figura 9.36 


Capivuto o Integrais cunviineas ED 


Figura 9.38 
Paura? 35. O campo de velocidade de um fluido em movimento 
32. O campo de velocidade de um fluido em movimento é dado por ў = (y, =x). Determinar a circulação do 


fluido ao redor do triângulo de vértices A(O, 0), В(2, 
0) е C(2, 2). Qual o sentido em que o fluido gira ao 


redor da curva dada? 


é dado por V = (x, = y). Calcular a circulação do 

fluido ao redor da curva fechada C = C; U C3 U Cs, 

onde 

Cy: segmento de reta de A(O, 0) e B(1, 1); 

Су; parte da curva 4i? — 12x + 4y? — Ву + 12 
do ponto B(1, 1) a CQ, 1); to é dado por V 

mento de reta CA. 


36. O campo de velocidade de um fluido em movimen- 
? 


» onde F = (x, y). Determi- 


C; 


DR oo usi flo si arvo nar a circulação do fluido ao redor da curva fechada 
ро н а До каайн formada pelos segmentos AB e BC, AQ, 0), В(0, 1) 

é dado por Y = (2x, 2y, - г). Calcular a circulação 
do fluido ao redor da curva fechada C, sendo C dada 


e CC-2,0) e a semicircunferência y = = 
por F(t) = costi + sentj +2Ñ, 1 € [0,2m]. 37. O campo de velocidade de um fluido em movimento 
4 , a édado por V = 37 + K. Determinar a circulação do 
EC рат e ed та а ral талаа fluido ao redor do quadrado de vértices A(O, 0, 0), 
dado por V = (2x, — y). Calcular a circulação do BQ, 0, 0), CQ, 0, 2) e D(0, 0, 2). i 
fluido ao redor da curva fechada C = C, U C; U C; 
representada na Figura 9.38. 


9.5 Integrais Curvilíneas Independentes do Caminho de Integracáo 


Para introduzir as integrais curvilíneas independentes do caminho de integração, vamos analisar o Exemplo 1 da 
Subseção 9.3.6 e o exemplo que segue. 
9.5.1 Exemplo 


Calcular fisen хах — 2yzdy — y'dz] ao longo de C, de A(O, 2, 0) até B(2, 2, 4), onde C: 
c 

a) éaparíbolaz = x^, y = 2. 

b) éa poligonal AMB, M(1, 0, 0). 


Solução de (a): A Figura 9.39 mostra o caminho C de integração. Usando x como parâmetro, temos 


2 
[en xax = 2yzas - d2] = [LEE —15 — cos2. 


(а 


T Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilíneas e de superficie 


Figura 9.39 


Solução de (b): O caminho C de integração pode ser visto na Figura 9.40. 
Para calcular a integral, dividimos C em dois caminhos, C, e Су, O caminho Су tem equação vetorial 


TQ) 17+ 2-207, te[01] 


Figura 9.40 


Temos, então, 
[emis - 2yzdy - уйг) = 


а 


n 
- [imi 28 7200: (-2) - e - mj? d 
o 
i 


O caminho C; tem equação vetorial 
F(0 = (1+ 0T +2 + ark, tE 0,1] 
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Logo, 


Геза - 2yzdy — y dz) = 


& 
n 

- [ъа + 1) = 2-21-44۰2 — (24)? - 4]dt. 
а 


= —cos2  cos1 — 16 
Portanto, 


I хах — 2yzdy — y'dz) = | een xax = 2yzdy — yldz) + [еа — 2yzdy — y'dz) 
c & а 

= 6051 +1 — cos2 + cost — 16 

= cos2 - 15. 


Observando os dois exemplos citados, vemos que, no primeiro, а integral [ F - dF foi calculada de A até B ao 


longo de dois caminhos distintos e os resultados encontrados foram diferentes. No segundo exemplo, a integral dada foi 
calculada, de A até B, ao longo de caminhos distintos, no entanto os resultados encontrados foram iguais. Temos а 
seguinte definição: 
9.5.2 Definição 
Seja f um campo vetorial contínuo em um domínio D do espaço. A integral 
| 7-4? 
c 


é dita independente do caminho de integração em D se, para qualquer par de pontos A e B em D, o valor da integral é o 
mesmo para todos os caminhos em D, que iniciam em A e terminam em В. 

Pode nos ocorrer uma série de perguntas: 

а) Como identificar uma integral de linha independente do caminho de integração? 

b) Podemos calculá-la conhecendo apenas os pontos A e В? 

€)  O que acontecerá se o caminho de integração for fechado? 

Essas perguntas são respondidas com auxílio da definição 6.9.1, teorema 6.9.3 e os teoremas que seguem. 


9.5.3 Teorema 
Seja и = u(x, y, 2) uma função diferenciável em um domínio conexo U C IR? tal que f = Vu é contínuo em U. 


Então, 
— — — - 


para qualquer caminho C em U, unindo o ponto A ao ponto В. 


Prova: Sejam A e B dois pontos quaisquer em U. Vamos unir А е В por meio de um caminho suave C. Seja 
Pt) = (x(t), y(t), z(1)), t € [a, b], uma parametrização de C. Então, 


[7 ar = [еа = [uro - T'(r)dt. 


(o с 
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Seja (1) 


[F (1)]. t € [a, b]. Pela regra da cadeia, temos 
per дк йу MEC 
әх dt ду dt o аг 
sendo que as derivadas parciais de и são calculadas no ponto (x(t), y(), z(1)). Portanto, g'(r) = Vu[7 (1)] * Fl 


Como f = Vu é contínuo e C é suave, g'(1) é contínua em [a, b], Podemos, então, aplicar o teorema fu 
do cálculo e escrever 
^ 


IE [коа 


= 4F (b)] > Ц (а) 
= u(B) — u(A), 


Observamos que, se o caminho entre A ¢ В fosse suave por partes, faríamos a mesma demonstração sobre cada, 
suave. 


9.5.4 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular a integral | Ў - dr, onde f. é o campo vetorial do Exemplo 1 da Subseção 6.9.6, ao longa! 
c 
qualquer caminho que une o ponto A(O, 0, 1) a B(1, 2, 1). 


Solução: No Exemplo 1 da Subseção 6.9.6, verificamos que 
F = (yz + 2)T + (хе +1)] + (xy + 2F 
é o gradiente da função u = xyz + 2x + y + ? + C. 


Usando o teorema 9.5.3, escrevemos 


ILE [о + 2)dx + (xz + 1) йу + (xy + 2z)dz] = u(1,2, 1) = (0,0,1) = 
с c 


y K, do exemplo da Subseção 9.5.1, é 


Exemplo 2: Verificar que o campo vetorial f = sen xî —2yz7 


campo conservativo em IR". Calcular р + dF ao longo de qualquer caminho С de A(O, 2, 0) até B(2, 2, 4). 
с 


Solução: O campo vetorial f é um campo tal que fj, fz c f são funções contínuas que possuem derivadas parciais: 
1º ordem contínuas em IR". Como 


ax a ау 
F admite uma função potencial и, ou seja, f é um campo conservativo. 


Para calcular a integral dada, vamos determinar uma função potencial u = u(x, y, 2) de f. Para isso, р 
de forma análoga aos exemplos vistos na Subseção 6.9.6. 
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Temos 


ди аи 
=sena = -2у: е ےل‎ 
x ay az 


Integrando a primeira equação em relação a x, obtemos 


u= [sen xa = cosx + a(y, 2). 
ди ди да 
Derivando esse resultado em relação а у е usando a igualdade j, = —2уг, vem û = qy = 232. 


Portanto, 


[cora = رچ‎ b(z) 


Substituindo esse resultado na expressão de и, obtemos 
и = — cosx — zy! + М). 
a 
Derivando esse resultado em relação a z e usando = = 


0, b = C, C constante. 


Finalmente, obtemos и = — cosx — zy? + C. 
Logo, 


т-а - | всахах -зугду уг) = (2,2,4) — (0,2,0) = — cos2 — 15. 


c с 


9.5.5 Teorema 


Se f = (fi. fs. fs) € um campo vetorial contínuo em um domínio conexo U C IR?, são equivalentes as três afir- 
mações seguintes: 
a) f éo gradiente de uma função potencial и em U, ou seja, F é conservativo em U. 


b) А integral de linha de / é independente do caminho de integração em U. 
c) А integral de linha de f ao redor de todo caminho fechado simples em U é igual a zero. 


Prova parcial: 


Vamos demonstrar que (b) implica (c), (c) implica (b) e (a) implica (c). 


(b)= (e) 
Vamos supor que a integral 


[tras + уду + faz) 
Е 


€ independente do caminho de interpretação em U. 
Seja C um caminho fechado simples em U. Dividimos C em dois pedaços C, e C», conforme a figura 9.41. 


Figura 9.41 


[их + fay + pa) = [рах + fay + лаа = [Пла v + pe 


Como a integral é independente do caminho de integração, usando а propriedade (d) da subseção 9.3.4, роде 


— 
[inas ra [tte + fay + rta = = | rax + ty fode 
hen i к 
finas + му + rad =0 
d 
(96 
Vamos supor que | [fidx + fidy + fdz] = 0 ao longo de qualquer caminho fechado em U: 
| 


Sejam P e Q dois pontos quaisquer де U е C, e C; dois caminhos em U que unem P e Q e não ве interceptam ( 
Figura 9.42), Então, C = С, U —C, é um caminho fechado simples. 


Figura 9.42 


Temos 


finas + fay + pac) + [Udo + лау + fad = лах ty fd =0. 
e с 


= 
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Portanto, 


Jue: + dy + fdz] = — | [лах + }ду + fydz) = [ + Лау + Һа). 
а E в 
Se os caminhos se interceptam em um ponto M (ver Figura 9.43), podemos dividir os caminhos С, е Ch, aplicar а 
propriedade (c) da Subseção 9.1.3 e usar o raciocínio anterior sobre cada parte. O mesmo raciocínio é válido para um 
número finito de intersecções. 
Logo, 


finas + Лау + fude) é independente do caminho de integração em U. 
c 


Figura 9,43 


(а) (o). 
Se f é o gradiente de uma função potencial и em U, pelo teorema 9.5.3, temos 
| 7-4? = «(B) - «(A), 
с 
para qualquer caminho C em U de A até B. 
Se o caminho C for fechado, o ponto A coincide com В e portanto, 
{ fedr=0 
{ 


9.5.6 Exemplos 


Exemplo 1: Verificar se f = (e + 1) T + e“ é um caminho conservativo em IR. Em caso afirmativo, calcular 


“з 
| far 
d 
m 
sendo que a notação | significa integral de linha ao longo de qualquer caminho de (1, 0) а (1, 1) 


0 


Solução: O campo vetorial 7 é um campo tal que f, ¢ f; são funções contínuas e possuem derivadas parciais de 1º ordem 
contínuas em IR. 
Como 


E = РА = e'**, ў admite uma função potencial и, ou seja, f. é um campo conservativo: 
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» 
Portanto, pelo teorema 9.5.5, 


F + dF E independente do caminho de integração em IR. Para calcular a int 
O) 


vamos encontrar a função potencial u e usar o teorema 9.5.3. 
Temos 


= е + 1, em relação a x, 


u fjer +1) dx = е? + x + a(y), 


Derivando esse resultado em relação a y e usando a igualdade 2! = ет", vem 


ду 
da 
wrote 
E 
c = 0, a = С, C constante. 
dy 
Obtemos, então, 
u= e +x +C. 
Logo, 
an an 
1 Fed? = | [((e 1) dx + edy) 
dm 09 
= и(1,1) = (1,0) 
| =ё-‹. 


Exemplo 2: Determinar o trabalho realizado pela força 


a) 
b) 


f = (yz + 1)î + (xz + 1)7 + (ху + DE, no deslocamento: 
ao longo da poligonal ABCDE da Figura 9.44a; 
ao longo do caminho fechado da Figura 9.44b. 


Figura 9.44 


Solução: É conveniente verificar, inicialmente, se f é conservativo. Em caso afirmativo, podemos usar os 
9530955. 


а үн чар 
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О campo de forças 7 é tal que fi, f; e fı são funções contínuas que possuem derivadas parciais de 1? ordem con- 
tínuas em IR. Como 


әл ар 


ау ак ^ 


F admite uma função potencial и, isto é, f é um campo de forças conservativo. 
а) Para resolver esse item, vamos encontrar uma função potencial и de f . Temos 


ди ди ди 
Т2 +1‚ “srt е Uly+l 
: ay wr qut 


д 
Integrando 77 = yz + 1 em relação ал, obtemos 
u= foz +1) dx = yzx + x + aly, 2), 


а 
Derivando esse resultado em relação a у e usando T = xz + 1, vem 
» 


Сарате зарана 
ду 


а= fo- y + b(z). 


Substituindo esse valor na expressão de u, temos 
u= xyz + x + y + b(2). 
a 
Derivando esse resultado em relação a z e usando ES = xy + 1, vem 


=зу+1,‏ + 0+ 0+ رر 


db 
a! 


- fez = z + C, C constante. 


Logo, a função potencial é dada por 
u-xytxtytitC. 


Usando o teorema 9.5.3, vem. 


өл 
= u(4,5,5) = u(1,1,0) 
= 112 unidades de trabalho. 


TE Cálculo В — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Observamos que o trabalho poderia ser calculado diretamente, usando a expressão (2) da Subseção 9.3.1, ao longa 
de qualquer caminho de À até E. Poderíamos tomar, por exemplo, o segmento de reta AE. 


b w= f fd? 
с 
= 0 unidade de trabalho, já que a curva C é fechada. 


Exemplo 3: Calcular fi 3 dy | sendo que C é dado na Figura 9.45. 


Hy 
c 


X Pas ry já foi analisado no item (c) do exemplo da Subseção 694. 
Esse campo é conservativo em qualquer domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 


a) Para a curva C dada na Figura 9.454 não encontramos dificuldades, pois C está contida em um domínio sim- 
plesmente conexo que não contém a origem. 


Portanto, pelo teorema 9.5.5, temos que 


Solução: О campo vetorial f. 


b) Para a curva С dada na Figura 9.45b não podemos aplicar o teorema 9.5.5. Nesse caso, para resolver a inte- 
gral, vamos parametrizar a curva C e usar a Equação (4) da Subseção 9.3.3. 
“Temos 


C: F(t) =2costi + 2sent j, r€ [0,27], 


Е 
ы 
Figura 9.45 
Então, 
-y S _ [[z2senr, 2cost E 
Е) ааа, ue 


Como о resultado dessa integral foi diferente de zero, a integral de f em um domínio U que contém С depende da 
caminho de integração. 


Voltando ao item (c) do exemplo da Subseção 6.9.4, podemos afirmar que f não é conservativo no domíria, 
D, = ((x, y) 1 < x? + у? < 16). 


c) А Figura 9.46 mostra um domínio simplesmente conexo U, que contém C da Figura 9.45c e não contém a 
origem. 


pt d 
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Figura 9.46 


Então, para calcular a integral ao longo de C, podemos encontrar uma função potencial u de f em U e usar o teo- 
Tema 9.5.3. 
Temos 


a) 


0) 


Integrando (1) em relação а x, obtemos 


-] 


Derivando esse resultado em relação a y é usando (2), vem 


yd 


ги ‚4 x 
ay ? ау dry 
42 L 0, a = C, C constante. 
dy 


Obtemos, então, 
u= -arctg +С c. 
ius Ce ге 
e3 are tê ž 
Logo, 


;] u(B) — u(A 


9.6 Exercícios 


1. Verificar se o campo de forças f é conservativo, Em 
caso afirmativo, determinar uma função potencial para 
esse campo e calcular o trabalho que ele faz sobre uma 
partícula que se desloca de A(1, =1, 0) a B(2, 3, 1). 


a) f = Qy xz 3y ez y + у) 


b) f = (усозху + ye?) + 
(xcosxy + xe") j +K 
o F= (yz + сох) + 


(xz — sen y) f ху. 


Te Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


2, Verificar se o campo vetorial dado é conservativo. Em. 
caso positivo, determinar uma função potencial para 


Fe o valor da integral | f-ar. 
onde a, b, c € IR. 

а) f(x yz) = (yz xz + 8y, ху) 
D Fyz) = (or y 2, 


(e + y + 29 (х + y + :)®у 


$ Taxa) = (3х° + y dy + 25,809) 


d) (хуу) = (e'Ceosy + senz), 
— e" sen y, e'cosz) 


$9) Йу) = Qn 222 


( 


3. Calcular a integral [î + dT , onde f é o campo veto- 
t 
rial dado, ao longo de qualquer caminho que une o 


ponto ACI, 1,0) a В, 2, ~1). 


a) f = (sen x + 2y) + (2x + cosz)j 


> ysenz)k 


b) f = (е + + (ej 
(Qxzeé + уук 


о f-Qéysy 3i 
27 ү = 
qu +2лу+ )j + (x + 2yz)k 


4. Verificar que as integrais são independentes do ca- 
minho de integração e determinar seus valores. 
e» 
a) Í (xdx + ydy) 
en 
e» 
b) | (—e'cos y dx + e“sen y dy) 
вө 
am 
ә | (2хуйх + x'dy + 242) 
oin 
aan 
d) | (dy + dz) 
Ciao 


У Саш | 7 - a7, onde f = ( 


Calcular | [(2xz + у?)4х + 2хуйу + х4). 


j. Calcular f VERA 


олз 
e | [2x sen z dx + (2 — e')dy + 
ag 
(x^ cosz + 3yz?)dz] 
ар 
[edx + (хе + е) dy + 
(ion 
(ye = 20) dz] 
(n 
2 | (e'cosx dx + e" sen x dy). 


 ] 


ху + 
с 
ao longo dos seguintes caminhos: 


a) circunferência de centro em (4, 4) e raio 2, 
sentido anti-horário; 
b) poligonal ABCD, com А(1, 0), B(1, 1), СО, 
D(2, 2), de A até D; 
€) quadrado de vértices A(1, 0), B(2, 0), СП. = 
D(2, —1) no sentido anti-horári 
d) circunferência de centro na origem e raio 4, 
sentido anti-horário. 


c 
C é a intersecção das superfícies z = x° + y7 


а) ao longo da elipse x^ + у2/4 = 9, no 
anti-horário, do ponto A(3, 0) a B(O, б); 

b) ao longo do arco de parábola x = у? — 1, 
do ponto A(— 1, 0, 2) ao ponto B(3, —2, 2); 

с) ao longo do caminho fechado formado pelas. 
vas y = x! e x = y, no sentido anti-horário. 


aj] 
longo dos seguintes caminhos; 


a) circunferência de centro (2, 0) e raio 1 no. 
anti-horári 


dx + 


М + у 


ы r(0 = (61/6), t€ (1.4) 


10. 


12. 


13. 


c) poligonal ABC com A(1, 1), B3. 3) e C(4, 1/4); 


d) circunferência de centro na origem e raio 1, no 
sentido anti-horário. 


Calcular fi-a. onde f = 
c 

ao longo dos seguintes caminhos: 

a) elipse х2/4 + y! = 4, 
ta no sentido anti-horári 

b) quadrado |x| + |y| = 1, 
horário; 

с) segmento de reta que une о ponto A(O, 1, 0) ao 
ponto B(1, 0, V3); 

d) “intersecção das superficies z = Vz? y, x = 2, 
do ponto AQ, 0, 2) a B(2, 4, 2\/5). 


2, uma volta comple- 


0, no sentido anti- 


Uma partícula de massa m move-se no plano xy sob a 


influência da força gravitacional F = —mgj. Se a 
partícula move-se de (0, 0) a (—2, 1) ao longo de um 
caminho C, mostrar que o trabalho realizado por F é 
w = —т e é independente do caminho. 
Determinar as seguintes integrais ao longo dos ca- 
minhos fechados: 


2 figo + ах + б + уду + Zeyd] 


= (sent, cost, =), £ € [0.22] 


c 
с 

b) jte + дах + (x — y)dy + 4zdz] 
c 


C: F() = (sent, cosr, 7), f € [0,27]. 
Determinar o trabalho realizado pela força 
f = (pres, е“, xye™ + 1) para deslocar uma par- 


2 


tícula ao longo da curva у = =, do ponto A( 


,—2,0) 


EE 
2, —1, 0). Esse trabalho é maior, menor 


ao ponto B — 
ou igual ao trabalho realizado pela mesma força f 
para deslocar uma partícula em linha reta de A até B? 
Determinar o trabalho realizado pela força 


Ff = (e yz xz, ху) para deslocar uma par- 
tícula ao longo da intersecção das superfícies 
ر + ر‎ + 2 = дет = У + y, до ponto 
AQ, 1, V2) a B(V2,0, V2. 


14. Calcular fs 
جال‎ 
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] onde се 


ES 
с 
дада nas figuras 9.47, 9.48 е 9.49. 


Figura 9.47 


Figura 9.48 


Figura 9.49 


5. Calcular o trabalho realizado pela força 


f= (+z ib + O2 — Dj + 
(x — Зу + 2) sobre uma partícula, ao longo de C, 
de A(2, 4. 2) a ВО, 0, 0), onde C é: 

a) o segmento de reta AB; 

b) a parábola у = z^ no plano x = 2. 


— 7 Cálculo B — Funções de várias variáveis integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


9.7 Teorema de Green 


Esse teorema expressa uma integral curvilínea ao longo de uma curva fechada no plano como uma integral dupla. 
sobre a região limitada pela curva. 


9.7.1 Teorema 


Sejam C uma curva fechada simples, suave por partes, orientada no sentido anti 


vorário, e R a região fechada deli- 


mitada por C. Se F = (fi, fı) é um campo vetorial contínuo com derivadas parciais de 1º ordem contínuas em um 
domínio D que contém R, então 


а) 


Prova Parcial: Faremos a prova do teorema para o caso em que a curva C é suave e a região R pode ser descrita, simul- 
taneamente, como indicado na Figura 9.50a e b. Isto é, 


R-((ylasxsb е а(х) =у=а(х)р e К={(х,уу\с=у=4 e (у) = x = hly)} 


y 


О 
Figura 9.50 
Para provar (1), basta mostrar que 

== [Ipe 
f fidx = | | у dy о) 
t à 

e 
df 

фла = ПЕ B 
c R 


Vamos mostrar (2). 

Observando a Figura 9.50a, podemos ver que a curva C pode ser divi 
Y = а(х) e y = g(x), respectivamente, 

Usando x como parámetro, obtemos uma parametrização de Cj, dada por 


Срб (x) = (х, а(х). x € [a b]. 


jida em duas curvas C, e Ch, de equações 


Para à curva C; não podemos proceder da mesma forma, pois o sentido positivo determinado pelos valores cres- 
centes de x em (а, b] nos dá a orientação sobre C;, no sentido oposto ao desejado. Podemos, porém, parametrizar -C3 e 
usar a propriedade (d) da Subseção 9.3.4. Temos 


С: T(x) = (3). x € [a b]. 


Portanto, 


а 


а 


D 


fidx+ 


лах = 
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Ллах 


| 


| 


Por ошго lado, como a é contínua, desenvolvendo o 2º membro de (2) temos 


ERA 


R 


b 


U 


A partir das expressões (4) e (5), obtemos 
j^ 
г 
Para mostrar (3) procede-se де forma análoga, 
R = {(х, y) 


cs 


si 


Ах, в\(х))4х = | fiGs golo) da, Im 
2h ay |ах 
ay 

UG 09) = ЛС g(x) dx 
x, (х) = iG e G))] dx (5) 


f 


ax - - [ [4h 
‚ 


= ахау. 


utilizando 
у=4 e h(y)*xsh(). 


Observamos que o teorema de Green também é válido para uma região R que contenha buracos. Nesse caso, o ca- 
minho de integração C é todo o contorno de R, orientado de maneira que a região R se encontre à esquerda, como mostra 


a Figura 9.51. 


Figura 9.51 
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9.7.2 Exemplos 


Exemplo 1: Usando o teorema de Green, calcular f [ах + 2х24у), sendo C o triângulo de vértices (0, 0), (1, 2) & 
(0, 2), no sentido anti-horário. c 


Solução: A Figura 9.52 mostra o caminho C de integração e a região R delimitada por C. 


Figura 9.52 


Como R é dada por 
0sxs1 


2 =y =2, 
usando o teorema de Green, temos 


{ [рах + 222 dy) = [| (4x — 2y) dxdy 


-| [eme dx 


o La 
1 


- [e ED 
D 
1 


= fie = 4) - (8x? — 4x°)] dx 
D 


2 
dx 
2 


= -43. 


Observamos que, nesse exemplo, para calcular a integral curvilínea diretamente, teríamos de dividir a curva C em. 
três partes suaves, calculando a integral sobre cada parte, À utilização do teorema de Green simplificou os cálculos. 


Exemplo 2: Calcular fran ao longo da circunferência x^ + (y — 1)? no sentido horário, sendo 


с 
F = (4 = 9у,9ху + Му! +1). 


Solução: A Figura 9.53 mostra a curva C. Como C está orientada no sentido horário, nào podemos aplicar o Teorema 
de Green diretamente, No entanto, podemos aplicar o teorema de Green para calcular a integral sobre a curva -C e depois 
usar a propriedade da Subseção 9.3.4 (d). 

Temos 


} = о + 9) dxdy = offo + 1) ахау. 


R R 
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Figura 9.53 


eng 
Ido 


Logo, Jr = -18т. 
ê 


Exemplo 3: Área de uma região plana como uma integral curvilínca ao longo de seu contorno 
Usando o teorema de Green, podemos expressar a área de uma região plana К como uma integral curvilínea ao 


longo de seu contorno. 
Sejam R e С como no teorema de Green. Sejam f = xj e & = — yT. Os campos vetoriais f e são contínuos. 


com derivadas parciais contínuas em IR?, 
Aplicando (1) ao campo f, obtemos 


Я 


с k 
Da mesma forma, aplicando (1) ao campo #, vem 
f -ydy = ео. 


c k 


Portanto, se denotamos por A a área de R, temos 


- E m - - (6) 
m m в) 


| 
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Combinando (6) e (7), obtemos uma terceira fórmula para a área de R, dada por 


LL 


Eventualmente, outras fórmulas para a área podem ser encontradas, aplicando o teorema de Green a outros 
riais convenientes. 


(8) 


Exemplo 4: Calcular a área delimitada pela elipse A 5 -1 
Solução: A elipse dada tem equação vetorial 
F(t) = (2cosr,3sent), 0=1=2m. 


Usando (6), vem 


a= fray 
ё 


- E 


a 


= 6 | сой 


ferien 


= бт unidades de área. 


Exemplo 5: Seja D = ((х, y)|x + y? < 4). Dado o campo vetorial 


mostrar que Í Ў + dF = 2x para toda curva fechada simples C, С D, suave por partes, orientada no sentido anti 
с 

e que circunda a origem. 

Solução: Para resolver esse exemplo, devemos voltar aos exemplos (c) da Subseção 6.9.4 e 3 da Subseção 9.5.6. 


Seja C, C D uma curva fechada simples, suave por partes, orientada no sentido anti-horário, que circunda a 
(ver Figura 9.54). 

Sejam C, a curva que delimita D, orientada no sentido anti-horário, e R a região compreendida entre as curvas 
€ C;. O contorno de R, orientado de maneira que R fique à esquerda, é formado pelas curvas — Cy e C; (ver Figura 9: 

Aplicando o teorema de Green, vem 


[IG = Secar = [reve E 


сс 
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Figura 9.54 Figura 9.55 


Como РА - A V(x, y) € R (ver item (c) da Subseção 6.9.4), obtemos 
[7-4 - [7 a7. 
а c 


Como | f + dF = 2т (ver Exemplo 3 da Subseção 9.5.6), segue que 


[т-а 21, 


c 


Observamos que, usando esse resultado e o teorema 9.5.5, podemos concluir que a integral curvilínea do campo f 
depende do caminho de integração em qualquer domínio que contém a origem. 


9.8 Exercícios 


Nos exercícios 1 a 11, calcular as integrais curvilíneas 


PRE Sa o кыд Green. 5. f (xdx + xy dy), ao longo do paralelogramo de 


c 
vértices A(1, 1), B(3, 2), C(4, 4) e D(2, 3), no sentido 


1. ficas + (4x + y)dy), ao longo do triângulo de Mec 


y, 3xy?) e C éa circun- 


vértices (0, 0), (1, 2) e (2, 0), no sentido anti-horário. р. rane 


2. f [(Inx — 2y)dx + (2x + e”)dy] ao longo da ferència x? + y? + 4y = 0, no sentido anti-horário. 


elipse x? + 7/9 = 1, no sentido horário. 7. f7 +47, onde f = (y,0) e C é o triângulo de 


c 
3. fio t VA- + (шу Дасан vértices A(O, 1), B(3, 1) e C(2, 2), no sentido horário. 
с Toe fm REA 

go do retângulo de vértices (0, 0), (3,0),(3,2)e 8- f f > dr, onde f = (х? + Axy 2х2 + 2x + y?) 


(0, 2), no sentido anti-horário. c NH 
e Céaelipsex? + 4у? = 16, no sentido anti-horário. 


vore Кептеги" 
р {‹ вез ON а f Vy dz + Va dy’), onde Cé o contro forma- 
do paralelogramo de vértices A(O, 0), ВО. 0), C(3, 2) c 


do pelas retas y = 0, x = 1 e a parábola y = x^, no 


e D(1, 2), no sentido horário. sentido anti-horário. 
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10. {ах + (e + 1) dy onde C € o angulo de 15. 


c 
vértices A(— 1, 2), B(-3, 1) e C(1, 0), no sentido anti- 


horário. 


n. {е + узах + (e + VTE PA) onde Cé 16. Dado o campo vetorial T- (r 


o quadrado de vértices (0, 0), (1, 0). (1, 1) (0, 1), no 
sentido horário, 


12. Calcular a área da elipse x = 6cos8, y = 2 sen 0. 
13. Calcular a área da Figura 9.56. 


Figura 9.56 
14. Determinar a área entre as elipses: 
a) 4? + y? = де 7/9 + yl JA- 1 
b) xà + 9y? — 2x – 18y +1 = 0e 
хї—2х + ر4‎ —8y + 4 =0 


E ERS Y 
Dado o campo veia 7 = (1535 52). 
mostrar que {7-47 = 0 para toda curva fechada 
G 
simples C, suave por partes, que circunda a origem.. 
E 


E: 
mostrar que fiar- —2 para toda curva fecha- 


é 
da simples, suave por partes, orientada no sentido 
anti-horário que circunda a origem, 


. Саада | F + dF, onde 


с 


f = (о? +2)У + Вх y 4y) 
e Cé a poligonal de vértices A(1, 0), B(3, 2), C(O, 
DO, 0), de А para D. 


ў Calcular [7 dr, onde 


с 


T = Quy + xe, Aa? + In (y? + 4y + 2)) 


e C é a poligonal de vértices A(O, 0), B(2, 0), C(2, 
€ DC-1, 0), de A para D. 


Neste capitulo apresentaremos as integrais de superficie. 
Inicialmente, veremos alguns aspectos elementares da teoria de 
superfícies. O cálculo da área de uma superficie e outras aplicações 
serão analisados no decorrer do capítulo. 


10.1 Representação de uma Superfície 


Em geral, uma superfície 5 em IR" pode ser descrita como um conjunto de pontos (x, у, г), que satisfazem uma 


equação da forma 
ams D 
sendo que fé uma função contínua. 


A equação (1) é chamada representação implícita de 5. 
Se for possível resolver a equação (1) para uma das variáveis em função das outras, obtemos uma representação 
explícita de 5 ou de parte de 5, 


10.1.1 Exemplos 
Exemplo 1: A equação 


ІЕЕ o 


é uma representação implícita da esfera de centro na origem e raio a. 
Resolvendo essa equação para z em função de x e y, obtemos duas soluções dadas por 


REY RE EE 


Cada uma das equações anteriores constitui uma representação explícita de parte da esfera. A primeira representa o. 
hemisfério superior e a segunda, o hemisfério inferior (ver Figura 10.1). 


Figura 10.1 


æ Cálculo B - Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Resolvendo a equação (2) para x em função de y e z, obtemos as equações 
x-VE-y-P e х=-МУё-у-2, 


que constituem outras representações explícitas de partes da esfera. A primeira equação representa o hemisfério da frente. 
е a segunda, o hemisfério de trás (ver Figura 10.2). 


Figura 10.2 


Analogamente, resolvendo a equação (2) para у em função de x e z, obtemos 
ر‎ = Vd - x 


Nesse caso, a primeira equação representa o hemisfério à direita e a segunda, o hemisfério à esquerda (ver 


Figura 10.3). 
® e 


== 


Figura 10.3 


Exemplo 2: A equação x + E y+ i = a, a > 0, é uma representação implícita do plano inclinado que corta os 


eixos coordenados x, y e z nos pontos (a, 0, 0), (0, 2a, 0) e (0, 0, За), respectivamente (ver Figura 10.4). 


Figura 10.4 
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As equações 
do den 
асо 


›=(а-х-3 ) e є=Җ(а-у-1›) 


constituem representações explícitas deste plano. 
De maneira análoga à feita para curvas no espaço, podemos considerar representações paramétricas de uma super- 
ficie S. 


10.1.2 Equações paramétricas 
Seja 5 uma superfície no espaço. Se os pontos de 5 são determinados pelas equações 


y= ytu v) (3) 


sendo que x, у, z são funções contínuas das variáveis и е v, definidas em uma região conexa К do plano uv, as equações 
(3) são chamadas equações paramétricas de 5. 


Se denotamos por 7 (u, v) o vetor posição de um ponto qualquer (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) da superfície, temos 
(uv) = x(u v) d yl v) ] + z(u v) 


(ver Figura 10.5). 
Dessa forma, a superfície 5, parametrizada pelas equações (3), pode ser representada pela equação vetorial 


E A a) (a) ER % 


A equação (4) é chamada representação vetorial da superfície 5. 


Figura 10.5 


10.1.3 Exemplo 
A equação vetorial 
F(uv)=ui + vj + (и + 1), 


sendo que —2 = и = 2 e 0 = v = 5, representa uma superfície parametrizada em IRÎ. 
Eliminando os parâmetros и е v das equações paramétricas 


x-u y 
obtemos a equação cartesiana z = x? + 1. 


Í 
| 
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Como x = u e y = v, a superfície está definida para —2 = x = 2,0 = y = 5. 
A Figura 10.6 mostra a superfície S, que é chamada cilindro parabólico. 


Figura 10.6 


10.2 Representação Paramétrica de Algumas Superficies 


10.2.1 Parametrização da esfera 

A Figura 10.7 mostra uma esfera de raio a, centrada na origem, em que marcamos um ponto Р(х, у, г) e dois пра 
los и e v. O ângulo и é o mesmo que em coordenadas polares, e o ângulo v é formado pelos segmentos OP e OF. 

Do triângulo retângulo РОР, temos que 


OP,-acov e z=asenv. 
Do triângulo retângulo P,OP,, temos que 
x=ORcosu e у= OF sen u. 


Substituindo ОР), nas duas últimas equações, obtemos x = a созу сози e y = a cos v Sen u. 


Figura 10.7 


As equações 


у = acosvsenu 


constituem uma parametrização da esfera. 
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A equação vetorial correspondente é dada por 


D 


Fazendo 0 =u = 2m e — z svs 3 as equações (1) descrevem toda a esfera. 


Para obter uma parametrização de uma parte da esfera, devemos determinar os correspondentes valores de и e v. Por 
exemplo, uma parametrização do hemisfério superior é dada pelas equações (1), onde 0 = u = 27 e0 = v = e 

Observamos que a parametrização da esfera dada pelas equações (1) não é única. 

Uma outra paramettização muito usada é dada por 


uincere mca) o 


onde 0 = u = 27 e0 = v = m. 
Nessa parametrização, os parâmetros и e v coincidem com os ángulos 0 ¢ ф das coordenadas esféricas (ver Figura. 


108). 


Figura 10.8 


10.2.2 Exemplos 


Exemplo 1: Obter uma parametrização da parte da esfera х? + у? + z? = а?, que está no 1º octante. 
Podemos usar a parametrização da esfera dada pela equação (2) e determinar os correspondentes valores dos 
parâmetros u e v. 
Analisando geometricamente a Figura 10.9, podemos observar que ambos os parâmetros u e v v 
Poranto, 


deoa, 


T (u, v) = acosvcosu i + acosvsenu j + asenv К, 


bs 
T 
Exemplo 2: Determinar uma parametrização da parte da esfera 


sendo que Û Su = е0 = v 


x? + y? +? = 16, acima do plano z = 2. 
Vamos usar а parametrização da esfera dada pela equação (2) e determinar os valores de we v, de modo a obter os 
pontos da esfera que satisfazem 2 = z = 4. 
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Figura 10.9 
Como z = 4sen v, temos 2 = 4 sen v = 4 ou} = senvs 1. 
Segue que É = vs 


Analisando a Figura 10.10, observamos que 0 = u = 27. 


Figura 10.10 


Portanto, 
F(u,v) = 4cosv сози? + 4cosvsenu j + 4senvk, 


т т 
E svsTeOsu<?. 
sendo q =v = 7 ¢0 и 2т 


Exemplo 3: Obter uma parametrização da esfera 
ر4 - ر + چ2 - تر‎ + 4 + 2 +1 =0. 
Necessitamos completar os quadrados para encontrar о centro e o raio da esfera, Temos 
x-2x-14y-4yk4zZ41-5 ou (х-1)?+(у-2)#+:21=4, 
Portanto, a esfera dada tem centro no ponto (1, 2, 0) e raio 2. 
Sejam 7, = 7 +2je 
T (u,v) = 2cosucosv i + 2senucosv j +2senvk, 0=и <27 e کرک‎ 
Observando a Figura 10.11, vemos que o vetor posição de um ponto P da esfera é dado por 


T(u v) = т, + F (u,v). 


ل 


Figura 10.11 


Portanto, 
F(u,v) = (1 + 2cosucosy) i + (2 + 2senucosv)j + 2senvk, 


comO =u = 2те -F = v = у, é uma parametrização da esfera dada. 


10.2.3 Parametrização de um cilindro 


Consideremos um cilindro vertical, dado pela equação х? + у? = a. 

Seja Р(х, у, 2) um ponto qualquer sobre o cilindro. Devemos introduzir dois parâmetros u e v с obter as coordenadas 
de P como funções de u e v. 

No Figura 10.12, representamos o cilindro, em que visualizamos geometricamente os parâmetros и e v. O parâmetro 
и é o mesmo que em coordenadas polares e v coincide com z. 

Podemos observar que 


x = acosu, 


=asenu e геу. 


Figura 10.12 


Portanto, uma parametrização do cilindro é dada por 


(их) = а COS u i + asenu j 3 y А (4 


comO =u = 27 e — <y < +. 
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10.2.4 Exemplos 


Exemplo 1: Obter uma parametrização da parte do cilindro x? + y? = 4, 0 = z = 5, delimitada pelos semiplanos 
у= xey = 2x, com x =0. 
Vamos usar а equação (4) e determinar os correspondentes valores de и e v. 


Como г = v, temos 0 = v = 5. Para determinar os valores de u, precisamos dos ângulos иу c uz indicados na Figura. 
10.13. 


Usando a equação do semiplano x = y, x = 0 e as equações paramétricas x = 2cosu, y = 2 sen и, vem que. 
2соѕиу = 25епи ou gu, = 


Segue que иу 


De forma análoga, de y = 2x, x 2 0, vem que. 
2sen u, = 4cosu, ou tgu=2. 


Logo, и; = arc tg 2. 


Figura 10.13 
Portanto, 
F(u, х) =2cos u i +2senu j +vk 


сот0 = v = 5е = u = aretg2 


Exemplo 2: Obter uma parametrização do cilindro x^ + 


O cilindro dado é mostrado na Figura 10.14, no qual introduzimos geometricamente os parámetros u e v. Podemos 
observar que 


x=acosu, Y=V e z=asenu. 


Figura 10.14 
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Portanto, 


T(uv)-acosui +vj -asenuk, О=и=27 e -=<у<+= 


é uma parametrização do cilindro dado. 


10.2.5 Parametrização de um cone 
A Figura 10.15 mostra um cone circular, no qual denotamos por a o ângulo formado pelo eixo positivo dos z e uma 


geratriz do cone. 
Dado um ponto qualquer Р(х, у, z) do cone, sejam и o ângulo polar e v a distância de P até a origem. 


Do triângulo retângulo PO) vsena. 
Do triângulo retângulo Р,ОР,, vem x OP, sen и. 
Substituindo OP, nas equações, obtemos 

x=vsenacosu e y= vsenasenu. 
Portanto, uma parametrização do cone da Figura 10.15 é dada por 


vsenacosu i + + cosak в) 


Fazendo 0 < и = 27 e 0 = v = h, a equação (5) descreve um cone de altura h cos а. 


Figura 10.15. 


10.2.6 Exemplos 


Exemplo 1: Obter uma parametrização do cone gerado pela semi-reta z = V/3y, y = O quando esta gira em torno 
do eixo positivo dos z. 


Vamos determinar o ângulo a, formado pelo eixo positivo dos z e a geratriz do cone, e usar a equação (5). 
Seja P(O, у, 2) um ponto qualquer sobre a semi-reta dada. Observando a Figura 10.16a, vemos que 


OP cosa. 


=ОРзепа e 


Figura 10.16 
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Como г = УЗ y, segue que cosa = УЗ sen a ou tg a = 1/V/3. Portanto, а = = 
E l uud > Ж 
Logo, F(u v) = 5v cosu T + 5vsenu j +38, 7, como =u =2 e 0sv< +a, 


Exemplo 2: Obter uma parametrização do cone z = —\/х? + y’, 
A Figura 10.17 mostra o cone dado, que está representado na forma explícita. 


Podemos parametrizá-lo, fazendo 


x-u 
Nesse caso, sua equação vetorial é dada por 
Pluv)=ui+vj-Vi+vkcm-s<u<+e e e <y < tw. 

10.2.7 Parametrizacáo de um parabolóide 
A Figura 10.18 mostra um parabolóide z 


a! (x? + y?). Esse parabolóide pode ser parametrizado fazendo 
x*u y=v e z-a( tv) 
Nesse caso, a equação vetorial será dada por 


DO ПЕТ Enim E (6) 


sendo que u e v podem assumir quaisquer valores reais, 
Observamos que, muitas vezes, as próprias variáveis x e y são usadas como parâmetros. 


Figura 10.18 
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Nesse caso, a equação (6) é reescrita como 


ACTA TET о 


Uma outra parametrização do parabolóide z = a^(x? + y?) é dada рог 
cm0svs27e0su« t». 


Nessa parametrização, os parámetros и е v coincidem com as coordenadas re Ө das coordenadas polares (ver Figura 
10.19). 


Figura 10.19 


10.2.8 Exemplo 

Obter uma parametrização da parte do parabolóide z = 2(x? + y?) abaixo do plano z = 8. 

Usando x e y como parámetros, uma equação vetorial do parabolóide é dada por 

(х,у) = Qs 208 + y) 
Como queremos a parte do parabolóide abaixo do plano z = 8, os parâmetros x e y devem satisfazer 
2052 + у) 58 o x+y =4, 

Podemos observar que, nesse exemplo, a região R = {(х, у)|х? + у? = 4) é а projeção da superfície 5 sobre o 

plano xy (ver Figura 10.20). 


Figura 10.20 
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10.2.9 Parametrização de outras superfícies 

De maneira geral, dada uma superfície 5, sempre procuramos parametrizá-la da forma mais natural possível. 

Por exemplo, quando 5 for o gráfico de uma função z = z(x, y), definida em uma região К do plano xy, as vas 
riáveis x e y sempre podem ser tomadas como parámetros. 

Uma parametrização de 5 será dada por 


com (x, y) Є R (ver Figura 1021). 


Figura 10.21 
A região R é a projeção de $ sobre o plano xy. 
10.2.10 Exemplos 


Exemplo 
A Figura 10.22 mostra a superfície 5, que é o gráfico da função z = V4 — x^ — y? definida para x? + у? = 4, 


Parametrizar о hemisfério x! + y! + z = 4, z = 0. 


Figura 10.22 


Uma parametrização de 5 é dada por 
(х,у) = хї + у] + Va- у, (y) ER 
sendo que Е o círculo 22 + у7 = 4. 
Exemplo 2: Parametrizar a superfície 5 dada por y = x + 2, y = 4. 


A Figura 10.23 mostra a superfície 5. Nesse caso, 5 é о gráfico de uma função y = y(x, г), definida em uma região 
R’ do plano xz. 


—— am 


Figura 10.23 
"Tomando x e z como parâmetros, obtemos uma parametrização de 5, dada por 


Fæ = xî + Qe гу] +26, 


sendo que x e z satisfazem a^ + г? = 4. 
Observamos que, nesse exemplo, a região R' é a projeção de sobre o plano xy. 


Exemplo 3: Obter uma parametrização da parte do cone х? = y + z? que está entre os planos x = 1e x = 4. 
A Figura 10.24 mostra a superfície S c a sua projeção R” sobre o plano уг. 


Figura 10.24 
Podemos observar que 5 é o gráfico da função 
x- Vy * (yz) € к". 
Tomando y e z como parâmetros, obtemos uma parametrização de 5, dada por 
Т(у) = Vy X € i + yj + zk, com (y, 2) € R”. 
A região К” é о anel circular delimitado pelas circunferências у? + z* = 1 e y? + 22 = 16. 
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10.3 Exercicios 


Nos exercícios 1 a 7, a equação dada é uma representação 
implícita de uma superfície S. 
a) Identificar a superfície. 
b) Escrever algumas representações explícitas de partes 
de S, representando-as graficamente. 


Т. 28 + 3y? + 42 = 24. 


2. ×2 +y + ج‎ = 16. 
3. 2 - ر2 - ر + چ4‎ + = 1 
А. 2 — 4% + y — 2y +? -Rz + 3 =0. 


5. 2x + Му z= 10. 
6. 


z 


x 


R+y 


Nos exercícios 8 a 14, obter uma equação cartesiana para 
a superfície dada. Representá-la graficamente. 


8. T(u,v) = (+? — 1) + uj + vk. 
9. T(uv) -ui + vj +2V VK. 


10. Fv) =иї +Ê] + vk, —2=и=2, 
0=»=4. 


11. F(u, v) = (uv, V4 — i? — v). 
12. P(u,v) = (u V4- 18 и, 
13. F(u, v) = (V4 - — uv). 


14. F(u,v) = (2cosu 3 sen u, v), 0 = u zs 
[PE 


Nos exercícios 15 a 20, parametrizar as seguintes superfi- 
cies, dadas implicitamente: 


15. 3 + y! + 2 – 2х - 4y = 4. 


16 +- 


17. x+y+2=8. 


18. 


„-=<у<х. 
19, х2 – 4х + y + 2у + 2 +1 =0. 


.0 = ر2 2 + ر + х2‏ .20 


Nos exercícios 21 a 45, escrever uma representação 
paramétrica para a superfície dada. 

21. Esfera centrada na origem e raio V2. 

22. Esfera centrada em (2, -1, 3) e raio 4. 


23. Pane da esfera x^ + у? + z* = 8 que está no 2º 
octante. 


24. Parte da esfera x^ + у? + 22 = 1 acima do plano 


2.5 

25. 2 + у? =3. 

26. Parte do cilindro x? + y? = 16, —2 = z = 2 deli- 
miado por x = y, y = 0e x = X. 

27. 9 + 2-10. 


28. Cone gerado pela semi-reta z = 2y, y = 0 quando 
esta gira em torno do eixo positivo dos z 


29. z= 2V2 + у]. 
30. z = -2V + y. 

31. 2x? + 2 - 3z = 0. 
32. چ4‎ - 38 - 3y? = 0. 
33.28 +202 -y= 


1 =8. 

34. x + y ez - 16-0220. 

35. Parte da esfera х? + у? + 22 — 4z = 0, que está 
acima do plano z = 2. 

36. Parte da esfera x^ + y? + 22 = 36, tal que x = 0e 
yso 

37. Parte da esfera x? + y? + 2º = 1 que está entre os 
semiplanos y = xe у = 2x, x = 0. 

38. Cilindro у? + 2 = 9,0 = x = 4. 


39. Cilindro x? — 2x + у? — бу = 3. 


40. Cone gerado pela semi-reta у = V3x, x > 0, quan- 
do esta gira em torno do eixo positivo dos y. 


— V + 2 tal que y = -3. 


42. Parte do parabolóide z 
entre os planos z = бег 


41. Parte do cone у 


y! - 1, que está‏ ړ 


43. Parte do plano x + y + z = 4 que está no 1® octante 

44. Parte do plano 2x + Зу = 9, delimitada pelos planos 
coordenados x = 0 e y = 0. 

45. Parte do plano y + z = 8, delimitada pelo cilindro 
xe y 4 
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10.4 Curvas Coordenadas 


Seja 5 uma superfície paramétrica representada por 


Se fixamos o parámetro v, a equação (1) descreve uma curva. Tal curva está contida em 5 e é chamada u-curva. 

Analogamente, fixando o parámetro и, obtemos uma v-curva sobre 5. 

Dado um ponto P sobre 5, de vetor posição F (us, vo), a u-curva F (u, vo) e a v-curva F (us, v) são chamadas cur- 
vas coordenadas de $ em P. 

A Figura 10.25 mostra as curvas coordenadas em um ponto P de uma superfície 5. Salientamos que a u-curva é à 
imagem de um segmento horizontal v = v, contido em К e a v-curva é a imagem de um segmento vertical u = ug. 


Figura 10.25 
Observamos que uma curva coordenada pode degenerar-se em um ponto. 


10.4.1 Exemplo 


Determinar as curvas coordenadas da esfera x? + y^ + z = 4, no ponto P(2, 0, 0). 
Usando a parametrização da esfera vista na equação (2) da Subseção 10.2.1, vem. 


F(u v) = (2созисозу, 2 описову, 2sen v), onde 0 = u = 27 e =Z = v = F. 


No ponto P(2, 0, 0), temos u = 0 e v = 0. 
Portanto, a u-curva em P tem equação 
F(u,0) = (2соѕи, sen u, 0), 0 = u = 27. 
A v-curva em Р é dada por 
F(0.) = (Zcosv, 0, 2sen 1), = 5 sv = 3. 
A Figura 10.26 ilustra esse exemplo. 


Figura 10.26 
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10.5 Plano Tangente e Reta Normal 


Seja P um ponto de uma superfície S, representada por 
F (u, v), (u,v) € R. 


Suponhamos que Р tem vetor posição 7 (us, o) e que as curvas coordenadas de S em P sejam suaves. Então, con- 


forme vimos na Subseção 4.9.3, no ponto P, o vetor x с doo 


а? _ (Fue) 
avo dv 


é tangente à и-сшуа F (u, v) ¢ O vetor 


é tangente à v-curva 7 (uo, v) (ver Figura 10.27). 


Figura 10.27 


Se оз vetores x e E são lincarmente independentes, eles determinam um plano. Esse plano é chamado plano 


tangente à superfície no ponto P. 
O vetor 27 x т é perpendicular ao plano tangente e é denominado vetor normal à superfície 5 (ver Figura 10.28). 


Figura 10.28 


10.5.1 Exemplo 
Uma superfície 5 é descrita pela equação 
F(u,v) = (ucosv, u sen v.i? — 1), com 0 = u = 4,0 < v = 2z. 
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a) Representar graficamente a superfície S. 
b) Dar a equação e desenhar a v-curva correspondente a u = 2 е a u-curva correspondente a v = Č, sobre a 


superfície S. ы 
әт ar or or т 
i ап iot АБ Eur T 
c) Determinar os vetores 77, =, gy X gy para u = 2e v = e representá-los no ponto correspondente 
sobre o gráfico de 5. 


Para representar graficamente a superfície S, vamos encontrar sua equação cartesiana. Eliminando os 
parâmetros и e v das equações paramétricas 


x=ucosv y-usenv z-i-1 
obtemos z = x? + y? — 1, sendo que z está definida na região R = ((x, y)| х? + у? = 16). 
A Figura 10.29 mostra a superfície S, que é um parabolóide. 
Solução de (b): Fazendo и = 2 na equação da superfície 5, obtemos a v-curva. 
T(2, v) = (2cosv, 2sen v,3),0 = v = 27, 


que é uma circunferência no plano z = 3. 


Fazendo v = 7. obtemos a u-curva 


(e) 


que é um arco de parábola no plano x = y. 
А u-curva е a v-curva obtidas estão representadas na Figura 10.29, 


Solução de (c): Temos 


созу, sen v, 2u); 


=u sen v, u cos v, 0); 


re 7 TL 
dr ҳат =| cov — seny 2ш 
жак -usenv ucosv 0 


= Mêcosvi — Zi sen vj + uk. 
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Parau = 2ev = F, vem 


Hit (V2, vão) e SE eT (-4V, -4V/2,2). 


àv ди ^ àv 


Os vetores encontrados estão representados na Figura 10.29, com origem no ponto P( V2, V2, 3), que é o ponto. 
de $ correspondente aos valores dados de и e v. Podemos observar que: 
a) X e H são linearmente independentes e, portanto, determinam o plano tangente a 5, no ponto P. 


ША E é normal à superfície 5. 


D 
) u 


10.5.2 Equação da reta normal 
Conforme vimos na Subseção 2.7.5, uma equação vetorial de uma reta é dada por 
T() = û + Dr 
sendo que o vetor d é o vetor posição de um ponto da reta e o vetor È nos dá a direção da reta, 
Queremos a equação da reta normal à superfície 5 em um ponto Р de S. Se F (us, vo) € o vetor posição do ponto Р. 
podemos tomar. 
ar 


бетк) e b= m 


Jo. vo) (ver Figura 10.30) 


Uma equação da reta normal n é dada por 


ги) = (uy 


«d us, vo) d) 


Figura 10.30 


10.5.3 Exemplo 
Determinar a equação da reta normal à superficie $ do exemplo da Subseção 10.5.1, no ponto 


P(V2,V2,3). 
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O vetor posição do ponto P é 


4 
No exemplo da Subseção 10.5.1, calculamos o vetor 


25) = (V2, V2.3). 


ar TW. 7. 
(E x (х) = (4%, 42,2). 
Portanto, uma equação da reta normal é dada рог 


ти) = (V2, V2.3) + (-4V2, -4V/2,2) = (VÀ — 4V2, V2 - 421,3 + 2t). 


A Figura 10.31 ilustra esse exemplo. 


Figura 10.31 


10.5.4 Equação do plano tangente 


Queremos determinar a equação do plano tangente à superfície 5, no ponto Р(х, Joy 20): 


Figura 10.32 


Seja О(х, у, z) um ponto qualquer do plano tangente. Analisando a Figura 10.32, vemos que а equação do plano 


tangente é dada por 
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Q 


com @ = (x = xo y - MZ — zo). 
10.5.5 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar a equação do plano tangente à superfície 5 do exemplo da Subseção 10.5.1, no ponto 
P(V2,V2,3). 


Do exemplo da Subseção 10.5.1, temos que 


ра (uo, vo) = (74V2, -4V2,2). 


Portanto, a equação do plano tangente a $ em P é dada por (x — У, y — У, z — 3) - (-4V2, -4V2,2) = 0 
ou -4V2(x — М) - AV2(y — V2) + 2)2 - 3) = 0 
ou ainda 2V2x + 2V2y — z = 5. 


Exemplo 2: Determinar a equação do plano tangente à superfície 5 dada por 
x + y? + 2 = 4, no ponto P(1, 1, V2). 
Utilizando a equação vetorial da esfera, dada na equação (2) da Subseção 10.2.1, temos 
T (u,v) = (2cosucosv, 2:sen ucosv, 2 sen v), com 0 = u = 2те — 5 sys $ 


D т 
Temos também 77. x SF = (4cosucos?y, 4 sen ucos?v, 4cosv sen v). 
v 


Os valores de и e v correspondentes ao ponto P(1, 1, V2) são u = 2 ev= 7 respectivamente. 
Temos, então, 


бз) = (ZF); Fw = (11,03) е Ex E qm) = (у, ўз). 


4 
Portanto, a equação do plano tangente a 5 em P é dada por 


(x-Ly-Lz- V2)-(V2,V2,2) =0 
ou (x — 1) V2 + (у — 1)V2 + (z — V2) +2 = 0 ou ainda x + y + V2z = 


д 
Na Figura 10.33, representamos a superfície $, о plano tangente a 5 em P e o vetor p r3 no ponto P. 


Figura 10.33 
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Exemplo 3: Determinar a equação do plano tangente à superfície 5 do exemplo anterior, no ponto P;(0, 0, 2) 
Este exemplo não pode ser resolvido, utilizando a equação vetorial 
F(u, v) = (2 cos u cos v, 2senu cos v, 2 sen v) 
ӨЛ NE 
pois, no ponto P0, 0, 2), o vetor 2^. x 2º se anula, 
ди àv 


No entanto, podemos resolvê-lo com o auxílio do gradiente, como segue. 
A esfera dada é uma superfície de nível 5, da função f (x, y, z) = x? + y! + z? e passa pelo ponto Po(0, 0, 2). 
Logo, conforme a Figura 10.34, a equação do plano tangente a 5 em Р, é dada por 


ode E bor as 


Figura 10.34 


Temos grad (By) = (0,0,4) e F = 7, = (x -&y ~ 0,z 2). 
Portanto, a equação do plano tangente a 5 em P é dada por 
(0,0,4) (552-2) =0 ou г 


10.6 Superfícies Suaves e Orientação 


Na Seção 2,10 vimos que uma curva suave não possui pontos angulosos, Analogamente, uma superfície suave or 
regular é caracterizada pela ausência de arestas. 

Podemos dizer que, em cada ponto P de uma superfície suave 5, existe um único plano tangente a $ em Р. 

As equações paramétricas podem ajudar na formalização da idéia de suavidade de uma superfície. Uma maneir. 
conveniente de descrever a noção de suavidade de uma superfície 5 é dizer que 5 pode ser dividida em partes e cada um. 
dessas partes admite uma parametrização 7 (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), onde x = x(u, v), y = y(u, v) 
z = z(u, v) admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e que, para todo (цо, ty) E R, as derivadas primeiras sa 
tisfazem a condição 


а) 


A condição (1) é conhecida como condição de suavidade ou regularidade. 

Os pontos de 5 em que falha a condição de suavidade para qualquer parametrização são chamados pontos singulares 

Observamos que uma má escolha de parametrização pode nos levar à pontos em que a condição de suavidade nã 
é verificada, mesmo que a superfície seja suave. Esses pontos são chamados pontos singulares falsos, 


10.6.1 Exemplo 
O ponto Р(0, 0, 2) da esfera х? + у? + z? = 4 é um ponto singular da parametrização 


F(u, v) = (2cosucosv, 2 sen ucosv, 2 sen v): o 
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“já que no ponto P(0, 0, 2) temos que. z x x 0, e entáo z e T não são linearmente independentes em P. Logo, 
no ponto P(O, 0, 2), falha a condição de suavidade para a parametrização (2). 


No entanto, P(0, 0, 2) é uma singularidade falsa, pois $ é uma superfície suave. De fato, usando a parametrização 


T(uv) =u «vj + Và -ié Е o 


obtemos 
ar ar 
эш (Р) = 0,00) e TP) (0,1,0). 


а д, 
Сото - (P)e e (Р) são linearmente independentes, para a parametrização (3) a condição de suavidade ésa- 
tisfeita 


10.6.2 Superfícies suaves por partes 
Dizemos que uma superfície S é suave por partes se $ pode ser dividida em um número finito de partes suaves. 


10.6.3 Exemplos 
a) Planos, parabolóides, cilindros e esferas sio superfícies suaves. 
b) O cone não é uma superfície suave. 


c) A superfície de um cubo é uma superfície suave por partes, pois pode ser dividida em seis partes suaves. Cada. 
parte corresponde a uma face do cubo. 


d) А Figura 10.354 mostra esboços de superfícies suaves e a Figura 10.35b mostra algumas superfícies suaves 


туу 


o 
Figura 10.35 


| 10.6.4 Orientação de uma superficie 


Dada uma superfície suave S, em cada ponto P € S, temos dois vetores unitários normais a $ (ver Figura 10.36). 
Se for possível escolher um desses vetores de maneira contínua em toda a superfície, dizemos que 5 é orientável. 


Uma superfície S está orientada quando escolhemos em cada ponto P Є 5 um vetor unitário 7i (P), normal a 5, 
que varia continuamente com P. O campo de vetores 7i é chamado campo normal unitário. 


w———— 


Figura 10.36 


Observamos que, se S é representada por 7 (u, v), (и, v) € R, nos pontos, em que a condição de suavidade é sa- 
tisfeita, os vetores 
әт дт 

x 


àv S 2 ^ 
е î = 1, são vetores unitários normais a 


10.6.5 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar um campo normal unitário da esfera x^ + у? + representando graficamente о vetor 


normal unitário encontrado em alguns pontos da esfera. 


entação paramétrica da esfera dada por 


Solução: Vamos usar a repre: 
T (uv)  (acosucosv, asen ucosv, asen v), 0 = и = 2т,—7 = у < 7. 
j z 2 


e determinar o vetor 


Temos, 


aF aF 2 а а T 
эи ay = (@ ©оз ucos va^ senucoswa'seny cosy) е 
v 


ar or 
sendo que 77 X E O nos pontos em que v = 5 


т 
Portanto, para v # =, um vetor normal unitário é dado por 


7, = (cosucosv, sen ucosv, sen v). 


„т 


Nos pontos onde у = =”, podemos obter um vetor normal unitário tomando о limite, como segue: 


т 
Para v = 5, temos 


lim ( сози сову, sen ucosv, sen v) = (0,0,1) 
E 
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epar v 


lim ( сози созу, sen ucosv, sen v) = (0,0, =1), 
О campo 71, definido рог 
(cosu cosv,sen u соу, sen v), para v £ == 
> х= 
îî, = { (0,0,1), para v = 5 
(0.0, - 1) para v = =F, 


é um campo normal unitário da esfera dada. 
Na Figura 10.37, representamos o vetor 7, em alguns pontos da esfera. Observamos que ele aponta para fora e que 
varia continuamente ao deslocar-se sobre a esfera. 


Figura 10.37 


Exemplo 2: Determinar um campo normal unitário do parabolóide 5, dado por 
F(x, y) = (x, y x! + y!) onde x? + y! 54. 


Solução: Um vetor normal unitário do parabolóide é dado por 


«( -2x -2y 1 ) 
7 ac + 4y +1 Var + ду +1 Vac +4у +1 


| O campo normal unitário definido por 7, está representado na Figura 10.38. Podemos observar que o vetor 7, apon- 
| ta para o interior do parabolóide. 


Figura 10.38 


n = 


Fregilentemente, uma superfície orientável é denominada superfície bilateral. As superfícies que usualmente ascos- 
tramos no Cálculo são todas bilaterais. No entanto, existem superfícies unilaterais, como mostra o exemplo a seguir 


10.6.6 Exemplo 


A Figura 10,39, mostra a fita de Möbius, que é um exemplo clássico de superfície unilateral, Ela pode ser obtida 
partir de um longo retângulo ABCD, em que os lados AC е BD são unidos de tal forma que A coincida com D e В com € 


Figura 10.39. 


Observamos que, dado um ponto Р da fita de Möbius, podemos escolher um vetor normal unitário 7i. No entant 
quando 7i se desloca continuamente sobre a curva C e retorna a P, scu sentido se inverte, 


10.6.7 Orientação de uma superfície suave por partes 
Se uma superfície suave e orientada 5 é limitada por uma curva fechada simples С, podemos associar à оета 
de S um sentido positivo sobre C, conforme ilustra a Figura 10.40. 


Figura 10.40 


Usando essa convenção, podemos orientar uma superfície suave por partes. Vamos exemplificar, supondo que $ 


formada por duas partes suaves, orientíveis, S, e 8, conforme a Figura 10.41. Se C é o contorno comum de S, e ! 
escolhemos um vetor normal unitário de 5, e 5, de tal maneira que o sentido positivo de C em relação a 5, é o senti 
oposto do sentido positivo de C em relação а 5;. 


za 
э 


Figura 10.41 


Se a superfície S € formada por mais de duas partes suaves, procedemos de forma análoga. 


10.6.8 Exemplo 


SED ciue = Funções de várias variáveis, integrais mòltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


A Figura 10,42 mostra uma possível orientação da superfície 5 de um cubo. Com essa orientação, 5 é denominada 


superficie exterior do cubo dado. 


Figura 10.42 


10.7 Exercícios 


1. Determinar as curvas coordenadas das superfícies 
dadas, nos pontos indicados: 
a) Esfera 


F(u, v) = (cosucosv, sen ucosv, sen v). 


т т sai 
05u =2, т v= Tno pono {у 2 


b) Parabolóide 7 (u, v) = (ucosv, u sen v, u?) 


0=v=2m,0sus2P(11,2. 
€) Parabolóide 7 (u, v) = (u, v,i? v): 
Ра, 1,2). 
d) Hemisfério 7 (u, v) = (u, v, V1 — i — v): 
Lo 1 №) 
тнр) А 


2. Parametrizar as seguintes superfícies, determinando 
as curvas coordenadas, nos pontos indicados: 


Et 113 
0 Post Ly ыс 
b) Cilindro х? + y? = 9; P(3, 0, 4) 
c) Conex? + 2 — y! = 0; y = 0; P(2, V13,3). 


3. Seja S uma superfície descrita pela equação 


T (u, v) = (ucosv, 212, u sen v), onde 0 = u = 2 
e0=v<2m. 


a) Representar graficamente a superfície 5. 


b) Encontrar as curvas coordenadas no ponto 


M 2, м) с representá-las graficamente. 


c) Determinar os vetores 
aF و و‎ ar 
S. (D). S, CP). аг (Р) x TE CP) 
e representá-los graficamente. 
4. Dada a superfície parametrizada 
S:T (u, v) = (2 cos u cos v, 2 sen u cos v, 2 sen v) 
onde 0 = u = 3.0 =v =: 
a) Representar 5 graficamente. 


b) Esboçar u-curva correspondente a v = 7 e a v- 
curva correspondente a u = 2. 


аш dv au ay P 


ev= Fa representado-os no ponto corres- 


4 


pondente sobre o gráfico de S. 
d) Determinar as equações da reta normal e do plano. 
tangente à superfície 5, no ponto em que u - 
т 


ev=5. 
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5. Determinar uma equação vetorial da reta normal às e ج + و + د‎ P(3.0,0) P(0,3,0); 
seguintes superfícies nos pontos indicados. Р,(0, 0,3); P;(1, 2,2) 


от ЫЫЫ D xy = &B(V2, V2.2): P(0,2,2). 
DIC: 7. Determinar a equação do plano tangente à superfície 


€) F(u v) = (и? — Lu, v); PG, 2.4) S dada, no ponto indicado: 
D Тш) = ъи Т1, 3) «yer (uev) e Ges a: PD 


QE») e ui p): Pam 52) b) F(u») = ui + vj + (Gê + 2) K P012) 


O т) = (uv, V4 = ıF — V); P(1, 1, V2) 8- Encontrar a equação de uma reta que passa na origem 
€ é normal à superficie x + 2y + z = 4. 


Es Sv + 2u — 10 2 
g) r(uv)-|u. PEDE Я 123 |. 9. Determinar um campo normal unitário do parabolóide 
6. Escrever uma equação vetorial para a superfície dada F (uy) = (ucosv, usen vu? — 1) 
е determinar as equação do plano tangente e da reta representando-o graficamente sobre a superfície. 
morat: poe ponto medo. 10. Determinar um campo normal unitário do plano que 
a) z= 3y; 1,1,3): Р(—1,1,3) passa nos pontos (1, 0, 0), (0, 1, 0) (0,0, 1), usando. 
b) z=? + y (01,1); Р(—1,—1,2) жаша ре pore 
a) T(uv) = (u + vi + (и—)] + (1 — 20 
er JN NU E Eden E 
9 zexy Rl >. >}; A0. V2.) DENS Казен 
Representar geometricamente, comparando os resul- 
d х+2у+т= :R(1. 5 2} P(0,1,2) E 25 à 


10.8 Area de uma Superficie 


Seja S uma superficie paramétrica suave, representada por 


ПОЕТОТ و( د ی‎ ИУ ЖЕК: 


Ка Seção 10.4, definimos as curvas coordenadas de S em um ponto P. Podemos considerar que, па u-curva 7 (и, vo), 
E 
o parámetro u representa o tempo. Dessa forma, P representa o vetor velocidade de uma partícula que se desloca ao. 


EAE sobre a. 
E" 


ar | zi 
Analogamente, para и fixo, a partícula move-se a uma distância fal Av, no tempo Av, ao longo da v-curva 7 (цо, v) 


longo da u-curva. 


Quando u sofre um acréscimo Au, a partícula move-se uma distância aproximadamente igual a 
u-curva. 


Ш 


Os vetores |27 [Aue m determinam um paralelogramo (ver Figura 10.42), cuja área é dada por: 


A parte de 5, correspondente ao retângulo de área Au Av em R, é aproximada por esse paralelogramo de área AS | 


=з Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Figura 10.43 


10.8.1 Definição 
A área de S, denotada por a(S), é definida pela equação 


Judy а) 


quando a integral à direita existe. 
Se 5 é suave por partes, a área de 5 é definida como a soma das áreas sobre cada pedaço suave de 5. 


10.8.2 Exemplos 


Exemplo 1: Determinar a área do parabolóide z = 2(xº + y^), abaixo do plano z 


Solução: Conforme o exemplo da Subseção 10.2.8. tomando и e v como parâmetros, uma equação vetorial desse 
parabolóide é: 


(иу) =иї + vj + 2(2 + VE, (u,v) ER R = (uv) |i + v = 4}, 


Usando a definição 10.8.1, vem 
a(s) = [ficos х (0,1, 4v) | dudv = еъ. —4v, 1) | dudv = м +16002 + V) dudy. 
R r R А 

Passando para coordenadas polares, temos 


a 2 a a 
a(s) = | [мї + 167 r drdo = | at 162] do = | as (VE - 1)do 
о o o ы 0 
= СЕП =i | = SHE ви Шеба жы; 


Exemplo 2: Determinar a área da esfera de raio a. 
Solução: Vamos utilizar a equação vetorial da esfera de raio a determinada na Subseção 10.2.1, isto é, 


F(u, v) = acosveosu Î + acosvsenu j + asenv R, 0< u = 27 e n E vs 
Usando a definição 10.8.1, vem 


a(s) = ПС cos u, а? cos у sen u, а?соѕ v sen у) | dudv = ПСС 
* G 
eds РА ал 
2 p А 
- | | a? cos v dudy = | d'cosvu| dv= | 2ra? cos v dv = 4ra? unidades de área. 


EE E i ES 
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Exemplo 3: Seja $ uma superfície representada na forma explícita por z = z(x, y). Usando x е y como parâmetros. 
escrever a integral que define a área de 5. 
Solução: Usando x e y como parâmetros, podemos representar 5 por 

TG y) = хї + у] zy) E (xy) ER, 


sendo que R é a projeção de 5 sobre o plano xy (ver Figura 10.44). 
Assim, 


ar - (10.9), = (01 z) e Ex mede oe у 


ax ах, "ау, ах öy ax ay 


Figura 10.44 


Logo, usando a definição 10.8.1, vem 


0) 


Exemplo 4: Determinar a área do hemisfério de raio a, usando а representação explícita z = Va? — x? — y. 


Solução: A Figura 10.45 mostra o hemisfério e a sua projeção R sobre o plano xy. 


Temos 


Te Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


Usando o resultado do exemplo anterior, vem 


«ө [bo zl 


Passando para coordenadas polares, temos 


a(s) = Га 


sendo R' = (07,0) |0 = r = a,0 = 0 = 27}. 
Essa integral é uma integral imprópria, que pode ser resolvida como segue: 


a(s) = lim il a dr 
= 
dto 


= lim far (а? = 12422 dr = lim (2та? — 2лта(а? — )'?) = 27º unidades de área. 


Exemplo 5: Encontrar a área da superfície cônica х2 = y? + z? que está entre os planos x = 1e x = 4. 


Solução: Conforme vimos no Exemplo 3 da Subseção 102.10, uma parametrização da superfície cônica é dada por 
FO = Vy * 2T + yj + zk, 0.2) ER, 


sendo R о anel circular no plano yz, delimitado pelas circunferências у? + z? = 1 e y + z = 4. 
Usando a definição 10.8.1, temos 


o e d E pasi 


fo E 


a(s) = Í 
à 


à 
fva 2r drdð = Ї мяа | mec 
i 


10.9 Integral de Superficie de um Campo Escalar 


De certa forma, as integrais de superfície são análogas às integrais curvilíneas. Definimos as integrais curvilíneas 
usando uma representação paramétrica de uma curva. Definiremos as integrais de superfície usando uma representação 
paramétrica da superfície. 


10.9.1 Definição 


Seja 5 uma superfície suave, representada por 7 (u, v), (и, v) € R. Seja f um campo escalar definido e limitado 


sobre 5. A integral de superfície de f sobre 5, denotada por frs. é definida pela equação 
5 


|/45 са) хаа 


а) 


quando a integral dupla à direita existe. 
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Se S é suave por partes, [| as é sida como а soma das integrais sobre cada pedaço saved s- 


5 
Se S é dada na forma explícita por z = z(x, y), então 


а |а = аа Ја о 


sendo que R é a projeção de 5 sobre o plano xy. 


10.9.2 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular / = Í (z — x + ху? — 1)45, onde S é a superfície 
s 


T(uv) = ui + vj + 010+ )K,0Sus2e05v55. 


Solução: A superfície desse exemplo é a parte da frente da calha que pode ser visualizada na Figura 10.6 do exempl 


da Subseção 10.1.3. 
Usando a equação (1), temos. 


T 
17 [e er -nas- fj eie nae Tante = [f v? VR duto 


А 
аатта 125(17У17 = 1) 
ў SONE 


ә 36 


3 


Exemplo 2: Calcular I = J| 9e onde sea porção do cone: = x? + y que está entre os planos z = le z = 
з a 


Solução: A Figura 10.46 mostra a superfície 5 e a sua projeção R sobre o plano xy. 


Figura 10.46 


Usando a equação (2), temos 


1= ағ = every 1 + + dry = Va f VFT day 
5 R а R 
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Passando para coordenadas polares, vem. 


мј [estroma = vaj as «VP ав 
à 
emp qua сә) do — zr nt pen] pev, 


Exemplo 3: Calcular] = fe + y + z)dS, onde S = S, U S; é а superfície representada na Figura 1047. 
s 
Solução: A superfície S é uma superfície suave por partes. Aplicando a definição 10.9.1 sobre cada parte suave, vem 


1 [к+у+ов= [Jenna [tretas 


Para calcular || (x + y + :)4$ usamos a equação (2). 


s 


Figura 10.47 


Temos 


42 a2 4 
Pere aus | [enr visam - f ee mare [o 


"A lo 


dy 


4 
= ора -2 
0 


Para calcular. Í (x + y + z)dS não podemos usar a equação (2), pois a superfície 5; é representada explicita- 


s 
mente como y = y(x, z), No entanto, podemos reescrever (2) como 


|| fas = |. у(х. zT DS] +) аха © 


sendo que Rº é a projeção de 5 sobre o plano xz. 
Usando (3), vem 


[eros fetoro vira | | (x + z) dzdx = 8. 
7 Ч E 4 
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10.10 Centro de Massa e Momento de 1пёгсїа 


O centro de massa e o momento de inércia de uma lâmina delgada podem ser calculados usando-se integrais de 
superfície. 

Suponhamos que S represente a lâmina e que о campo escalar f (x, y, 2) represente a densidade (massa por unidade 
de área) no ponto (x, y, z). Então, a massa m da lâmina é dada por 


D f 


O centro de massa (¥, Y, 2) é dado рог 
т - | Шз 7 Э ij 
y-nle»24 9 


CD i 


O momento de inércia I, de 5 em relação a um eixo L é dado por 


7 - [7 T m © 


onde (x, у, 2) é a distância do ponto (x, y, z) de S até o eixo L. 
10.10.1 Exemplos 


Exemplo 1: Uma lâmina tem а forma da parte do plano z = y recortada pelo cilindro х2 + (y — 1)? 
Determinar a massa dessa lâmina se a densidade no ponto (x, y, z) é proporcional à distância desse ponto ao plano xy. 
Solução: A Figura 10.48 mostra a superfície 5 que representa a lâmina e a sua projeção R no plano xy. 


Figura 10.48 


Como a densidade no ponto (x, y, z) é proporcional à distância desse ponto ao plano xy, temos 
Дх, y, z) = kz, onde k é uma constante de proporcionalidade. 


T Cálculo B - Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Usando a equação (1) da seção 10.10, vem 
m= frenos- feas- «|м +0 + Idxdy =VBk [|y axay. 


s s R à 
Passando para coordenadas polares, temos 
тка = 
pper : 
2 = S 
m vae | 7 sen aro = V3 | seno | dn - BOE [ sent og do = Ve unidade de masa 
bo à 
Exemplo 2: Determinar o centro de massa do hemisfério z = V1 — y! com densidade f(x, y, z) = 0,3 
unidade de massa/unidade de área. 


Solução: Vamos, nesse exemplo, usar uma representação paramétrica para o hemisfério superior 5: 


F(u, v) = cosucosv É + senucosv j +senv Ё,0 = u = 27,0 = у == 


Como a densidade é constante, podemos dizer que 
massa = área de S X densidade constante. 
Portanto, 
m = 2r - 1° - 03 = 0,6 т unidade de massa. 
Ainda, devido à simetria de 5, as coordenadas X e y do centro de massa são nulas. 
Falta-nos, portanto, calcular 2. Temos 
z= HEG yds. 
s 


Usando a equação (4) da Seção 10.10, vem. 


as 


у= (o. o, 1) 


Exemplo 3: Uma lâmina tem a forma de um hemisfério unitário. Encontrar o momento de inércia dessa lâmina em. 
relação a um eixo que passa pelo pólo c é perpendicular ao plano que delimita o hemisfério. Considerar a densidade no 
ponto P da lâmina proporcional à distância desse ponto ao plano que delimita o hemisfério. 


EI 


03 + cosy dudv = xj | sen созу dudy = 1 
2 2. 
“o 


Portanto, (x, у, 


Solução: Podemos representar a lâmina como mostra a Figura 10.49. Nesse caso, o eixo que passa pelo pólo e é per- 
pendicular ao plano que delimita o hemisfério é o eixo dos z. 


Figura 10.49 


A densidade é f (x, y, z) = kz. 


Usando a equação (5) da Seção 10.10, vem. 
1 


5 

sendo 3*(x, у, 2) = x? + y? (ver Figura 10.49). 
Aplicando à equação (2) da Seção 10.9 (2), temos 

fe ay 
R 

Passando para coordenadas polares, temos 


sendo R' = {(r,0) |0 = r = 1,0 = 0 = 27}. 
Resolvendo essa integral imprópria, obtemos 


e 


00 


вы. EE 


uto 10 
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A fe + y!)kz 45, 


dxdy 


lim | [ dr = unidades de momento de inércia. 


10.11 Exercícios 


1. Calcular a área da superfície plana 2x + 2y + 3: 
tomada no 1º octante. 


2. Calcular a área da superfície do parabolóide 
3 — (22 + 2?) interceptado pelo plano y = 0. 


3. Encontrar a área da superfície do cilindro x^ + z^ = 25 
limitada pelos planos x = 0, х = 2, y = Oe y 


4. Encontrar a área do parabolóide z = x? + y? limita- 
do superiormente pelo plano z = 2. 

Encontrar a área da superfície do plano 

16, interceptado por 

0.x = 2ey =3; 


b) x =0, y = безл? + y? = 36, no 1° octante. 


6. Encontrar a área da superfície do cone 
2 = 3( + у?) interceptado pelo parabolóide 
zit y 

7. Determinar a área da superfície esférica 
х2 + y? + 2 = 9 que está no interior do cilindro 
P+ у =3х. 


Calcular a área da parte da esfera x? + у? + 2? 
oy +z = 


9. Calcular a área da parte da esfera x? + y? + z? 
interior ao cilindro x^ + у? = 4. 


10. Calcular a área da parte do parabolóide x 
delimitada pelos planos x = 4 e x = 9. 


11. Determinar a área da porção esférica x^ + 
cortada pela parte superior do cone x^ + 


12. Determinar a área da porção do plano z = 4x, corta- 
da pelo cilindro x? + y? = 4. 


13. Determinar a área da superfície plana x + y + z = 8 
delimitada pelo cilindro x^ + у? = 4. 

14. Calcular a área da parte do parabolóide 
z= 4 — (2 + у?) acima do plano xy. 

15. Calcular a área da parte do cone z* = x^ + у? que 


está no interior do parabolóide z = 2x? + 2y?. 


16. Determinar a área da superfície do parabolóide 
z= x? + у? exterior ао cone z = V? + yè. 

17. Calcular a área da parte do plano 2x + 2y + z = 4 
compreendida no interior da superfície prismática 
1s5x521sys2. 

18. Calcular a área total da superfície cuja lateral é parte 
do го x? + у? = 4; cuja parte superior é uma 
porção do hemisfério z = V16 — x? — у? e cuja 


parte inferior é a porção do plano z 


cum Cálculo В = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


19. Calcular a área da superficie plana ух + z = 4 re- 
cortada pelo cone г = VF + y. 

20. Calcular a área da superfície do tetraedro cujas faces 
são partes dos planos z = 0, y = 0, x + 4y + 2z =$ 
e-2x + 4y + 22 = 8. 


21. Seja S a face da frente do tetraedro limitado pelos 
planos coordenados e pelo plano 


34+ = 1a,b,e >0. 
abe 


Mostrar que a área de S é dada por 
As = МА] + А} + AS 
onde Ay, А; е Аз são as áreas das outras faces do 
tetraedro. 
22. Uma superficie $ é representada pela equação vetorial 
F(u, v) = cosv i + senvj +uk,0 5u =4, 
0svs2m. 


a) Mostrar que $ é uma parte de uma superfície de 
revolução. 
b) Determinar a área de S. 
23, Dada a equação vetorial 
T (u,v) = (u cosv, u sen v, 1): 
a) eliminar os parâmetros u e v determinando a 
equação cartesiana da superfície; 
b). fazer um esboço e indicar o significado geométri- 
co dos parámetros u e v; 
€) determinar a área da parte da superficie que está 
entre os planos z = бег = 4. 
24. Mostrar que: 
a) Se $ € uma superfície dada na forma explícita 
pela equação y = y(x, z), então 


frs- 


5 


= fresca. 2) 1+ (2) + (E) аш 


onde R é a projeção de 5 sobre o plano xz- 
b) Se S é dada por x = x(y, z), então 


jrs- 
s 
= freo 3), y, BNE * 5 + (E) оа 


к 
onde R' é a projeção de 5 sobre o plano yz. 


25. Calcular | 
s 
a) S é a face superior do cubo 0s x =1, 
0=у=10=:=1. 
b) Sé a face da frente do cubo do item (а). 


(x + y + z) dS, onde: 


26. caca [| x(z + у?) dS, onde S é o hemisfério da 


5 
frente da esfera x? + у? +2? = 9. 


27. Calcular. | xºzdS, onde 5 é а superfície cilíndrica. 


:0sz51. 


28. Calcular | 
E 
2x 2y + 


(x + 2) 45, onde 5 é a superficie plana 


6, tomada no 1? octante. 


29. Calcular || xyz dS, sendo S a superfície plana 


4 


Эх + 2y + z = 12, delimitada pelos planos. y = 
У=2,х=1ех=0. 


30. Calcular || (х? + y?)dS, onde S é a superficie 


к=з 


5 
esférica? + y! + z = 16. 


31. Calcular | Ма? + y! dS, onde 5 é a superfície la- 
Sop 


2 
teral do cone $ +% - S = 0,0 = z = 16. 
32. Calcular | xz dS, sendo 5 a parte da superfície 
E 
y = 27, delimitada pelos planos z = 
ех=2. 


„г=4х=@ 


33. Calcular | 2z dS, sendo S a parte do parabolóide. 


z 25152 akt A 

34. Calcular [| x sendo Sa speíci plana 2 = x = 2 
r RR 

35. Calcular Јаз. senão 5 a pane do pao x =% 


s 
recortada pelo cone z = Vx? + y? e pelo planoz = 4. 
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b) Desenhar sobre rfíci гүзѕ coor- 
36. Calcular / = [+ onde 5 é a superfície acu ойнот - 
х denadas obtidas fixando u— S e у= 1, 


E: respectivamente. 
Fuv)=ui+vj + (v + 1)K; 3 ar „дт 
donde o E эу по ponto em que 
и = е v = 1, representando-o no correspon- 
37. Uma lâmina tem a forma da superfície lateral do cone 3 
dente ponto P de 5. 


7" = 4)" + y), 0 = z «2. Calcular a massa da 
lámina se a densidade no ponto (x, y, z) € propor- 
cional à distância desse ponto ao eixo dos z 


d) Supondo que uma lâmina de densidade constante 
€ representada por 7 (u, v), determinar o momen- 
to de inércia da lâmina em relação ao eixo dos z. 

38. Uma lâmina tem a forma da superfície do cone 42, Uma lâmina esférica é representada pela equação 


z = 3(х? + у?) limitado por z=0 e z=3. vetorial 

Determinar o momento de inércia da lâmina em 

NE IM ойл IE E T(u,v) = (acosucosv, a sen ucosv, a sen v), 
О=и=2т е -2=0=7, 


39. Uma lâmina tem a forma da parte do plano z = 2y + 1 2 2 


recortada pelo cilindro х2 + (y — a) Supondo а = 4, representar sobre a esfera as cur- 
Determinar а massa dessa lâmina se a densidade no vas coordenadas obtidas fixando u = Z ev =, 
ponto (х, y, z) é proporcional à distância desse ponto respectivamente. 4 0 
ao plano x. 
af (т т 
40. Calcular o centro de massa da parte da superficie b) Determinar os vetores tangentes 27. T(z 2. 
esférica х? + у? + 22 = 16, que está abaixo do a 
plano z = 2 e acima do plano xy, supondo a densi- LE z) representando-os sobre a esfera. 
dade constante. N 
41, Uma superficie 5 é representada pela equação vetorial c) Determinar o vetor 97 27 za) represen- 
T (u, v) = (4соѕи, 4 sen u, 4v), 0 = u = 27, tando-o no correspondente ponto P. 
0=vs2 d) Supondo que a densidade da esfera é constante, 
a) Determinar a equação cartesiana de 5. calcular o momento de inércia da esfera com 


relação ao eixo dos y. 


10.12 Integral de Superficie de um Campo Vetorial 


No Capítulo 9, vimos que a integral curvilínea de um campo vetorial depende do sentido de percurso sobre C, isto 
é, depende da orientação da curva. Analogamente, veremos que a integral da superfície de um campo vetorial dependerá 
do lado da superfície escolhido para a integração. Todas as superfícies consideradas serão superfícies orientáveis. 
10.12.1 Definição 

Sejam 5 uma superfície suave, representada por F (u, v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € R, e 
Ji = Fi (u, v) um vetor unitário, normal a 5. Seja 7 um campo vetorial definido sobre 5. A integral de superfície de f 
sobre 5, denotada por Í f + п dS, é definida pela equação 

$ 


quando a integral à direita existe. 
Se a superfície S é suave por partes, a integral é definida como a soma das integrais sobre cada pedaço suave de S. 


CA Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas е de superficie 


10.12.2 Cálculo de integral [7 nds 
5 


Seja ri, o vetor normal unitário de 5, dado por л, 


Podemos ter 7 = лу ou л = — 


1 Portanto, substituindo em (1), vem 


its fes A о 


Teremos о sinal positivo em frente à integral dupla quando o lado de 5 escolhido рага a integração for o lado do 
qual emana o vetor normal unitário Ӯ, Em caso contrário, teremos o sinal negativo em frente à integral dupla. 


10.12.3 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular [7 - R dS, sendo f = xi + yj + zk e Sa superfície exterior da esfera representada por 
3 


F (u,v) = (acosucosv, a sen ucosv, a sen у), Û = и = 2т, = svs p 
ar ar 
Solução: No Exemplo 1 da Subseção 10,65, calculamos 27 x ^7. obtendo 
m 
aR Ser беш Na a v cn) 


ar 
ди 


Vimos também que esse vetor aponta para o exterior da esfera (ver Figura 10.37). 
Como o lado escolhido para a integração é o lado exterior de S, teremos o sinal (+) em frente à integral dupla. 
Usando a equação (2), vem 


? sen ucos^v, a? sen v cosy) dudv 


f; ‘Tas = |) acosucoss,asenucossasen v) + (a?cosucos?v, 
5 


= Í (a? cos! исо?» + a? sen? исоѕ?у + a? sen? у созу) dudv 


cos v dydu = 4та?. 


эша 


2 
(a? cos? v + aî sen? v cosv) dudy = еса» = | 
k D 


өк— us 


Exemplo 2: Seja S a superfície exterior do parabolóide F(x, y) = (x, y. x^ + y"), (x, y) ER, onde 


R= (Gy) x» = 4), Determinar |j + idS, sendo Ў o campo vetorial dado por f = (3x, 3, 
5 
Solução: No Exemplo 2 da Subseção 10.6.5, vimos que o vetor normal unitário 
атат 
Әх” әу 
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aponta para o interior do parabolóide dado (ver Figura 10.38). Como o lado escolhido para a integração é o lado exte- 
rior de S, teremos o sinal (-) em frente à integração dupla. 


Como S x= (2x, —2y, 1), usando a equação (2), vem 
[7 -ndS = — feae + 5) + (72x, —2y, 1) dxdy 
d a 
=й Je -62 — 6 — 3e — 3y?) dady 


E 
=9 | e + y) dxdy, 
* 


Passando para coordenadas polares, temos 


2x 
f; - ndS = 9 | [Par = mr. 
00 


5 


10.12.4 А notação Í (f; dydz + f; азах + f; ахау) 


is 
Se a superfície 5 é representada por 7 (u, v) = x(u, v) 7 + y(u v) f. + z(u, v) K, (u,v) € R, олана? x E 
pode ser escrito na forma ча» 
эт аў Mp7, бх): әбу) 


ди Әә av) au) (uv) 


Assim, se o campo vetorial f é dado por f = fi + fij + fsk, usando a equação (2), podemos escrever 


ETT aly, z) a a(z. x) 3 ы ол 93) 
Jr nas = + [pee Re an = [seem au = оез а 


Essas integrais lembram a fórmula de mudança de variáveis рага integrais duplas e sugerem а notação tradicional. 


TE S 


10.12.5 Interpretação física da integral [7 ‘Tas 
5 


Consideremos um fluido em movimento em um domínio D do espaço. Sejam v (x, у, z) o vetor velocidade do flui- 
do no ponto (x, y, z) e p(x, y, 2) a sua densidade, Seja / о campo vetorial dado por 


TG у.) = р(х, у. 2) Ў(х, у, 2). 


f 
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O vetor f tem a mesma direção da velocidade e seu comprimento tem dimensões 
masa — distância _ massa 
unid. vol. ` unid. tempo — (unid. área) (unid. tempo)" 


Assim, podemos dizer que 7 representa a quantidade de massa de fluido, por unidade de área e por unidade de 
tempo, que escoa na direção de У, em um ponto qualquer (x, y, z) € D. 

Sejam 5: 7 (u, v), (u, v) € R, uma superfície paramétrica suave, contida em D, e 7Î um vetor unitário, normal a 
S. A componente de F, na direção de îî (ver Figura 10.50), é dada por 


If cosa = |f |[ri]cosa = f 5 


Figura 10.50 


Portanto, se dS é o elemento de área de superfície de S, o produto (7 + #)45 representa o volume de um prisma 


cuja área da base é dS e cuja altura é a componente de / na direção de 7i, Podemos, então, dizer que (7 • 7i)dS nos dá 
a quantidade de massa de fluido que atravessa dS, na direção de 7i, em uma unidade de tempo. 
A quantidade total de massa de fluido que atravessa a superfície 5, na direção de îÎ, em uma unidade de tempo, será 


dada por 
7 : 7 (49 


e é chamada fluxo do campo vetorial f , através da superfície S. 


10.12.6 Exemplos 
Exemplo 1: Um fluido de densidade constante, com velocidade Y = (= 2x, —2y, г), escoa através da superfície S 


dada por 7 (u, v) = (ucosv, и зеп v.i? — 1),0 = и = 4,0 = v = 27, na direção do vetor E a 
Determinar а massa de fluido que atravessa 5 em uma unidade de tempo. ww 


Solução: Devemos calcular 


sendo F = p 2x, —2y, 2) e py uma constante, 


Como queremos o fluxo na direção de £z ZE, teremos o sinal (+) em frente à integral dupla. 


nn 
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Como 
oT 20r T5 NET 
x= | созу senv 2u| = (2P cosy, -2 sen v, u) 
ди ду x 
=usenv ucosv O 
usando a equação (2), vem. 
$- ER ndS = + |j nct —2u sen v, u? = 1) * (72i? cos v, = 2u? sen v, u) dudy 
5 à 
4а 
= D (Au? cos? v + 4i? sen? v + u? — u)dvdu = 6247 py unidades de fluxo. 
oo 


Exemplo 2: Sejam S a superfície plana limitada pelo triângulo de vértices (4, 0, 0), (0, 4, 0) e (0, 0, 4) e TÎ um vetor 
unitário, normal a $, com componente z não negativa. Usando a representação vetorial de 5 dada por 


T(u,v) = (и + 2у,и — 2v, 4 — 2и), 
determinar o fluxo do campo vetorial f = х + yj + zk, através da superfície 5, na direção de 7i. 


Solução: A Figura 10.51 mostra a superfície 5 e o vetor 7. 
Usando a representação vetorial dada, temos 


Figura 10.51 


Como o vetor normal unitário escolhido para integração tem componente z não negativa e a componente z do vetor 
ar or А ü 
“a X gy Negativa, teremos o sinal negativo em frente à integral dupla, 
TRES 


Usando a equação (2), vem 
$= i: as = — fe + 2v, u — 2v, 4 — 2и). (74, 


E R 


—4) dudy 


=- fiu + 2v) = 4(и — 2v) = 4(4 — 2u)] dudv = 16 || ants = 16Ag. 
R à 
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Para determinar a região R, devemos resolver o sistema de inequações. 


O<u+2=4 
osu -2w =4 
0 =4 – 2и 54. 


Esse sistema pode ser resolvido geometricamente (ver Figura 10.52). 


Figura 10.52 


Temos, então, ф = 16 - E = 32 unidades de fluxo, 


Exemplo 3: Seja S uma superfície suave representada na forma explícita por z 
parâmetros, determinar uma equação para calcular [7 ‘Tas. 
5 


z(x, y). Usando x e y como 


Solução: Usando x e y como parâmetros, podemos representar $ por 
Fixy) = xi + yj ez y)K (х,у) ER, 


sendo que R é a projeção de S sobre o plano xy. 
Analisando o vetor 


NE 


Әх ay 


vemos que ele tem componente z positiva. 
Portanto, se î é um vetor unitário, normal a 5, com componente z positiva, usando a equação (2), temos 


ПЕ азы «J[fee - (E 
; 


- [ne жаб, Е = fier s zr + М, zs | ахду. 
: 


Se a componente z do vetor 7i for negativa, teremos o sinal (—) em frente à integral dupla. 
Portanto, simplificando a notação, podemos escrever 


(5) 
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Exemplo 4: Resolver o Exemplo 2, usando a forma explícita z = 4 — x — у. 

Solução: Como o vetor 7i, dado no Exemplo 2, tem componente z positiva, usando a equação (5) temos 
ER nds= [хс — y(71) +4- x - y]dxdy = |j axay =4Ap 
s гі 


a 
Nesse caso, a região R é a projeção de S sobre o plano xy, que pode ser vista na Figura 10.53. Portanto, 
= 32 unidades de fluxo. 


Figura 10.53 


Exemplo 5: Seja S a parte do cone z = (л? + y*)'?, delimitada pelo cilindro x^ + у? = 1, com a normal apontan- 
do para fora. Calcular Í (2dydz + Sdzdx + 3dxdy). 


s 
Solução: Na Figura 10.54, representamos a superfície 5 e a normal dada, em alguns pontos de 5. A Figura 10.54b, 


mostra a região R, que é a projeção de 5 sobre o plano xy. 
F 
g 
® 


Figura 10.54 


Observando a Figura 10.54, vemos que o vetor normal 7i tem componente z negativa. Portanto, usando a equação 
(5), temos 


пхае А sexi liio es 
[7-#- arie si sam f IU 
Essa integral é uma integral imprópria. Passando para coordenadas polares, temos 
21 та 
[7-#4--|[[= 8080 _ ¥2۶ a) raras = = | [tim | (-20058 - 5зеп + 3) rar) a 
r r E 
09 DR 


5 


WEE з) axay 
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(-2cos0 — Ssen 8 + 3) do = —3т. 


Observamos que a superfície dada nesse exemplo não é suave na região de integração, pois ela apresenta problemas 
па origem. No entanto, foi possível calcular a integral dada, através de uma integral imprópria. Sempre que a superfície 
apresenta problemas em um ponto, podemos adotar esse procedimento. Nesse caso, a integral de superfície existe quan- 
do a integral imprópria converge. 

Exemplo 6: Sejam S uma superfície paramétrica suave, representada por 7 (u, v), (u, v) € Кей = n(u,v) um 
io, normal a S. Se f é um campo vetorial contínuo definido sobre S c T é a componente de f na direção de 


urge aue ӯ: - fra 


vetor uni 


Solução: Pela definição 10. 


A componente de 7 na direção de 7i é dada por 
T = (ека, 


sendo que a é o ângulo entre 7 e 7 (ver Figura 10.55). 
Como îî é unitário, temos 


T = ffijcosa = -n. 


» 
E 


Figura 10.55 


e assim, pela definição 10.9.1, temos 


oe UMEN Ə 
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Esse resultado nos permite fazer uma análise da integral de superfície de um campo vetorial em diversas situações 
práticas, como segue 


a) бе, em cada ponto da superfície S, o campo vetorial f for perpendicular ao vetor 7i, a integral de f sobre 5 
será nula. Em particular, se f representa a densidade de fluxo de um fluido em movimento, será nulo o fluxo 
através da superfície 5. 

b) Seo ângulo entre f e 7 for agudo, a componente de / na direção de 7 será positiva e, dessa forma, teremos 
um fluxo positivo através de 5. 


componente de f na direção de Î será negativa. Nesse caso, teremos 
prática, isso significa que o fluido estará atravessando a superfície 5 no 


с) Seo ângulo entre f e 7 for obtuso, 
um fluxo negativo através de S. N 
sentido contrário ao do vetor 77. 


A Figura 10.56 esquematiza as trés s 


4-0 фо 
Figura 10.56 


Exemplo 7: Determinar о fluxo do campo vetorial f = (x, у, 0) através da superfície exterior do sólido x? + y? = 9, 


0=:=4. 


Solução: Como а superfície dada é formada por trés partes suaves, Sı, S e S; (ver Figura 10.57), temos 


s [7 sas ПАСЕ [28 


Figura 10.57 


Para as superfícies 5, e S», temos 7 = K e 7 = — K, respectivamente. Сото f = (x, у, 0), em ambos os casos, 


a componente de f па direção de 7î é nula. 
Portanto, usando о exemplo anterior, concluímos que. 


[[7-я4 = [7 Ads =0. 


E 5, 
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Para calcular. Í Ў б dS, precisamos de uma parametrização de 53. Conforme vimos na Subseção 10.2.3, $ pode 


5 


ser representada por 7 (и, у) = (Зсоѕи, 3 sen u, v), onde 0 = u = 27 e0 = v = 4. 


ar „дг 
omo 
ошо 77 


àv 


S 


Logo, 


f? nds = [emet + (3cosu, 3 sen u, 0) dudv 


ŽE — (3cosu, 3 sen u, 0), usando a equação (2) temos, 


El 


| 


[ои + sem u) dudv = 723. 
5 


+= ПЕС + fps [fias = 0 + 0 + те = 72 unidades de пако, 
s, 


* 5 


10.13 Exercicios 


1. Provar que: 
a) Se a superfície 5 é dada na forma explícita por 
y = у(х, у), (x, z) € R’, onde R' é a projeção 
de 5 sobre o plano xz e 7i denota a normal unitária 
de $ com componente y ndo negativa, obtemos: 


Jr -nds = rove + fidadx + fidxdy 


| 


b) De maneira análoga, se 5 é dada por x = x(y, 2), 
(y. z) € А", onde К” é a projeção de S sobre o 
plano yz e 77 denota a normal unitária de 5 com 
componente x não negativa, temos: 


fr nas = re + fdzdx + fulxdy 


2. Seja T a superfície exterior do tetraedro limitado pe- 
los planos coordenados e o plano x + y + 2 = 4. 
Calcular 


1 


[о dydz + xz dzdx + xy dxdy), 
5 

onde: 

a) S éa face da frente de T; 

b) Sé a face de T que está no plano xz; 


-A РОННИ 


. Calcular || f + 7 dS, sendo f 
[7 fy 


c) Sé a face de T que está no plano yz; 

d) S éa face de T que está no plano xy; 

€) Some os resultados dos itens (a). (b), (c) e (d). In- 
terprete fisicamente. 


. Um fluido tem vetor densidade de fluxo 


f = xî - (2x + y) j + К. Sejam 5 o hemisfério 
x? + y! + :2 = 4, z = Û, е Î a normal que aponta 
рага fora. Calcular а massa de fluido que atravessa S 
na direção de 77 em uma unidade de tempo. 


-xjesa 


5 
parte da esfera х? + y? + 2? = a? no I? octante com 
a normal apontando para fora. 

Calcular. ПЕ T dS, sendo f = xi + yj + zk, 


E 
S а pane do plano 2x + 3y + 4: = 12 cortada 


pelos planos x = 0, y = 0, x = 1ey = 2e Ñ a nor- 
mal com componente z não negativa. 


- Calcular] = Јо + y'dzdx + z'dxdy, onde 


s 
S € a superfície exterior da semi-esfera 
д + ج ,= + ھر‎ >0. 


. Calcular ПЕ + y dzdx + z dxdy, onde $éa 
E 


superfície exterior do cilindro x? + 22 = а? limitada 
pelos planos y = —4e y = 4. 


Nos exercícios 8 а 11, calcular a integral de superfície 
dada, 


в. || x dydz+2y dzdx + 3z ахау, onde $ é a superfi- 
5 
cie plana delimitada pelo triángulo de vértices (3,0,0), 


(0. 2, 0) e (0, 0, 3) e a normal afasta-se da origem. 


dydz + dzdx + ахау, onde 5 é a superfície 


B 
exterior do cone z = Vx? + у? delimitado pelos pla- 
mosz-lez 


10. ||x'dydz + y'dzdx + ахау, onde 5 é a superfi- 


B 
cie plana x + y = 2, delimitada pelos planos coordena- 
dos e pelo plano z = 4 ¢ a normal se afasta da origem. 


т. |] хауас + y dzdx + z dxdy, onde 5 é a superfi- 


B 
cie plana x = и + v, y = u — v, z 1 — 2u toma- 
da no 1º octante, e a normal afasta-se da origem. 


12. Calcular 


1- таз sento 7 = xî +27 +36 
s 

e S a superfície exterior da esfera 

T (u, v) = (2cosucosv, 2 sen ucosv, 2 sen v), 


т т 
0=и= 2те 527: 


Sejam 5 a superficie plana limitada pelo triângulo de 
vértices (2, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 0, 2) e 7Î um vetor 
unitário normal a 5, com componente z nào negativa. 
Determinar o fluxo do campo vetorial 


13. 


f-yb xj +2К, 
através da superficie 5, na direção de 7. 


Determinar o fluxo do campo vetorial / = (0,2x,2y) 
através da superfície exterior do sólido x? + у? = 16, 
0szs4 


14. 


15. Calcular 7 = Í f + À dS, sendo 


5 
f-QG-0beyjeck 


е S а superfície exterior de z = y^ + 1 delimitada 
porx —0,x—lez-17. 


NM Ww 
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16. Determinar o fluxo do campo vetorial 


17. 


18. 


19. 


f = (2x,2y,22), 
através da superfície esférica x^ + у? + z? = а? in 
terior ao сопе z = Ул? + у? com normal exterior. 


Sejam S, a superfície paramétrica dada por 


F(u, v) = (u,v, Vi X V), i +? = 36, е Si 
superfície dada por 
Fou v) = (u,v, Ми? V), u! + Y! = 36. 


a) Calcular o fluxo do campo vetorial 


F= na 

atraves de S}, na direção do vetor normal unitáric 
exterior a Sj. 

Calcular o fluxo de 7 através de $ na direção dc 
vetor normal unitário exterior a 5;. 

Comentar os resultados obtidos em (a) e (b) 
interpretando-os fisicamente. 


b) 


e 


. Calcular 1, = [7 + т, dS, onde i, é o vetor norma 
5 


20. 


unitário superior de S, e J = [7 + H, dS, onde i, 6 
E) 
о vetor normal unitário inferior de 5, sendo 


f-xicyj*ik e S а pate do plam 
Зх + 2y +: = 12 cortada pelos planos х = 0 
у=б,х=1еу=2. 


Por que o resultado de 1, é negativo? 
Seja S a superfície paramétrica dada por 
F(u, v) = (u, v, Ми? + v), comi? + v? = 36. 


Determinar o vetor normal 22 x 27 no ponte 
РӘ, 4, 5). кал: 

Calcular o fluxo através де 5, do campo vetoria 
Ў = (х,у, =2), na direção do vetor E x z 
Como se explica o sinal negativo que ocorreu em 
[7 


a) 


b) 


e) 


Calcular I, = f; = Ji, dS, onde i, éo vetor norma 
s 
unitário superior de S, e Љ = ]? +л,а5, onde i, 4 
5 
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o vetor normal inferior de 5, sendo 21. Seja T a região limitada pelos gráficos de 

ў=27 +5] +3 X + y? = 4,2 = бег = 3. Seja Sa superfície de T, 
ТЕРЕТА com a normal exterior. Calcular [| 7 + 2, sendo 
cilindro x? + у? = 1. Por que o resultado de Д é f -(Qy.2) s 


positivo? 


10.14 Teorema de Stokes 


No Capítulo 9, vimos que, sob certas condições, uma integral curvilínea no plano pode ser transformada em uma 
integral dupla, pelo teorema de Green. 

O teorema de Stokes constitui uma generalização do teorema de Green para o espaço tridimensional e pode ser uti- 
lizado para transformar determinadas integrais curvilíneas em integrais de superfície, ou vice-versa, 

Além disso, ele é de grande importância em aplicações físicas. 


10.14.1 Teorema 
Seja S uma superfície orientável, suave por partes, delimitada por uma curva fechada, simples, suave por partes, C. 
Então, se # é um campo vetorial contínuo, com derivadas parciais de 1º ordem contínuas em um domínio que contém 


SUC, temos 
RED E 


onde a integração ao longo de C é efetuada no sentido positivo determinado pela orientação de 5, como mostra a Figura 


Figura 10.58 


Se o campo g tem componentes g;, £; е gs, (1) pode ser reescrita сото. 


Q 


Prova Parcial: Vamos fazer a demonstração para uma superfície S parametrizada por 


T(u,v) = x(u v) £  y(u v) + z(u,v), (u,v) € R, 


supondo que as derivadas parciais de 2º ordem de F são contínuas e R é uma região em que podemos aplicar o teorema 
de Green. O vetor 7i considerado será o vetor 


cc TEMA. 
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[9] 
[2] 


6 


Vamos provar a equação (3). 


Seja C, a curva que delimita a região R. Suponhamos que C, é orientada no sentido anti-horário e que o sentido po- 
sitivo sobre C, determinado pela orientação de 5, corresponde ao sentido positivo de C, (ver Figura 10.59). 


e Ф 


Figura 10.59 


Seja A(t) = (u(t), v()), t € (а, b] uma parametrização de Cj. Então, 


F((u(D, v) t€ [a,b] 
€ uma parametrização da curva C. 
Portanto, escrevendo u = u(t), v = v(t), temos 
n 


jee- Ја (uv) EGO а, 
і 
Usando а regra da cadeia, vem 


{ва = facu pza + = E ar 
i 


- { f + d7, onde F é o campo vetorial dado рог 


| 
cue Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Aplicando o teorema de Green, obtemos 
foar- [f [aruni] - [s BE] duas 
d ex qp 


Como 7 (u, v) tem derivadas parciais de 2* ordem contínuas, a integração à direita existe. 
Desenvolvendo as derivadas parciais do integrando com o auxílio da regra da cadeia temos 


f mas = ff C [oo m] 
2 


2 [sce m] es 


k 

= || [necis zten 85] = 2 [esa vt. и, m E] дш 
k 

" ; E (Om e, LA TIL 

اا Í [oco v), уби, v), z( 2)) 272. * (à ri UA "э‏ ہا 


7 giu, v), y(u, v), z(u, v)) E 


(pm de үза pda de) dE 
(2 aui ay itv TT ea 


au 


Aplicando o teorema de Schwarz e agrupando convenientemente, vem 
4 э (de әх эс ax) _ am (2x Эк a Эк) н 
fes fe (E w o?» x) mica o ss 
t Li 


De forma análoga, podemos provar as equações (4) e (5). 
Observamos que a demonstração do teorema de Stokes no caso geral é bastante elaborada e foge aos objetivos deste 
texto, 


10.14.2 Exemplos 


Exemplo 1: Usando o teorema de Stokes, calcular 7 = | (dx + 24у + x'dz), onde C é o contorno da parte do 
с 

plano x + y + z = а, а > O que está no 1º octante, no sentido anti-horário. 
Solução: A Figura 10.60 mostra o caminho C de integração. Como C é formado por trés partes suaves, para obtermos a 
integral dada usando a definição 9.3.3, devemos calcular trés integrais curvilíneas. Pelo teorema de Stokes, podemos 
transformá-la em uma única integral de superfície. 

Vamos escolher uma superfície 5 que seja delimitada pela curva C e orientar S de forma a ser possível а aplicação 
do teorema. 

Como a curva dada é plana, escolhemos para 5 o próprio plano que contém a curva. Em nosso exemplo, о vetor îî 
será o vetor normal superior de S (ver Figura 10.60). 

Usando a equação (2), obtemos 


I= ПЕ = 2xdzdx — 2ydxdyl, 
s 


—À с=т 


Para calcular essa integral de superfície, vamos usar а forma explícita e aplicar a equação (5) da Seção 10.12. Temos 
Jose = x = y)(-1)] - (-22)(-1) - 2y} ахау 


k 


1 


= -2a [| Ady, onde Ré a projeção de S sobre o plano sy (ver Figura 10.61). 
R 


Figura 10.60 Figura 10.61 
Exemplo 2: Seja S a parte do gráfico de z = 9 — x? — y^, z = 0 com normal exterior. Determinar 
fo E + n dS, sendo g = (3z, 4x, 2y). 
E 


Solução: A Figura 10.62 mostra a superfície 5 e a curva C que delimita 5. Como a normal considerada é a normal exte- 
rior, podemos observar que a curva C deve ser orientada no sentido anti-horário. 


Figura 10.62 


Usando a representação vetorial de C dada por 
F(t) = (3cost, 3 sen f, 0), 0 = t = 2x, e aplicando (1), obtemos 


E 
fogas- jee - | ®-б4-зеом,2 эзел) + (3 sent, 3cost, 0) dt 
5 c ° 
a x 
- ретаз | (3 + } cosa) ar = зл. 
° ° 
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Exemplo 3: Sejam S, a superfície parabólica z = x^ + y^, 0 = z = 4, com normal exterior е S; parte do plano 
z = 4 delimitada pelo cilindro x^ + y? = 4, com normal inferior. Mostrar que 


femi as - ffr nas. 
E 5 
sendo g um campo vetorial com derivadas parciais de 1º ordem contínuas. 


Solução: A Figura 10.63 mostra as superficies S, e S. Podemos observar que as duas superfícies são delimitadas pela 
mesma curva C e que, para aplicar o teorema de Stokes, em ambos os casos, C deve ser orientada no sentido horário, 
Portanto, usando a equação (1), obtemos 


fear 


4 e 5 d 
concluindo, dessa forma, que 
[jmd ias m [frm ous 


Esse resultado pode ser generalizado. Se é um campo vetorial contínuo com derivadas parciais de 1º ordem con- 


ínuas, a integral de superfície do rotacional de Ё depende apenas da curva que delimita a superfície, Isto é, se 5, e Ss 
são delimitadas pela mesma curva C e determinam a mesma orientação em C (ver Figura 10.64), temos 


ПЕЕ 


S $ 


Figura 10.63 Figura 10.64 


Exemplo 4: Calcular Г = [асас — cosx dy + sen z dz), onde C é o perímetro do retângulo O = x = 7, 


t 
0 = y = 1, z = 3 no sentido horário. 


Solução: A curva С, que é formada por quatro pedaços suaves, pode ser vista na Figura 10.65. Nesse exemplo, a super- 
fície 5 é dada na forma explícita pela equação z = 3 e o vetor 7i tem componente z negativa. A projeção de 5 sobre o 
plano xy é о retângulo 0 = x = 7,0 = y = 1 
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Figura 10.65 
Portanto, usando (2) e a equação (5) da Seção 10.12, temos 


Ji 


fie — 0) dydz + (cosz — 0) dzdx + (sen x — 0) dxdy) = [аа + sen x dxdy] 
5 E 


+1 
| соо mme - f foen zaya 


Exemplo 5: Uma interpretação física do rotacional 

Se Y é um campo de velocidade de um fluido em movimento, usando o teorema de Stokes podemos obter uma inter- 
pretação física para o rotacional de v. 

Dado um ponto Р no domínio de ¥, sejam S, a superfície de um disco de raio r, centrado em P, e C, a circunfe- 
rência que delimita esse disco. Escolhemos um vetor unitário, normal a S,, e determinamos a correspondente orientação 
de C, (ver Figura 10.66). Então, supondo que ¥ satisfaz as hipóteses do teorema de Stokes, temos 


(6) 


Figura 10.66 


Conforme vimos na Subseção 9.3.5, a integral curvilínea $ Y • 27 nos dá a circulação de Y ao redor de C,, a qual 
representa a tendência do fluido em girar em tomo de С. £ 


Para r suficientemente pequeno, podemos dizer que f ¥ + dF descreve o comportamento do fluido nas proximi- 
i 
dades de P, fornecendo uma medida da tendência do fluido em girar em torno do eixo determinado por 7i. Por outro lado, 
nos pontos de S,, podemos aproximar rot y. • 7i pelo valor constante rot v (P) + 7i. Então, se representarmos por A, a área 
do disco S,, a integral do segundo membro de (6) é aproximadamente dada рог 


Í rot V + 7 dS = A [rot (P) п] 
e 
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Substituindo esse valor em (6), obtemos 


A expressão (7) nos diz que a circulação em torno de C, será maior quando o vetor 7i tiver a mesma direção do vetor 
rot V (P). Podemos, então, dizer que rot v ( ^) determina o eixo em torno do qual a circulação é máxima nas proximi- 
dades do ponto P. Em Dinâmica do Fluidos, o vetor rot V é chamado vórtice do escoamento. 


Usando a equação (7), também podemos dar uma definição alternativa do rotacional de um campo vetorial f, como 


ene 
aa mm b 


A equação (8) define a componente de rot / na direção de um vetor 7 perpendicular ao disco 5,. Se tomamos, suces- 
sivamente, o disco 5, contido em cada um dos planos coordenados, com uma orientação conveniente, obtemos as com- 


ponentes do rot 7 nas direções Î, J е K, isto é, obtemos as componentes cartesianas de rot f. 
Fisicamente, essa definição nos diz que a componente de rot 7 em uma dada direção F é a densidade de circulação 
(circulação por unidade de área) de F em torno de îî. 


10.15 Teorema da Divergência 


O teorema da divergência expressa uma relação entre uma integral tripla sobre um sólido e uma integral de super- 
fície sobre a fronteira desse sólido. 
Esse teorema também é conhecido como teorema de Gauss e é de grande importância em aplicações físicas. 


10.15.1 Teorema 


Seja T um sólido no espaço, limitado por uma superfície orientável 5. Se 77 é a normal unitária exterior a 5 e se 


х,у.) = Gy d + falx, yz) + f(x, yz) K é uma função vetorial contínua que possui derivadas par- 
ciais de 1º ordem contínuas em um domínio que contém T, então 


0) 


ou 02) 


Prova parcial: Рага mostrar (2), basta mostrar as trés equagóes: 


fas [fra 4 
jee- 
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Í рах = [| E dxdydz PA 
еа» = [ff E ауа. 9 
: | 


Vamos provar a equação (5). 

Suponhamos que o sólido T é um conjunto de pontos (x, y, z) que satisfazem a relação g(x, y) = z = f(x,y), 
para (x, y) € R, onde R é a projeção de T sobre o plano xy, limitada por uma curva suave fechada simples C. 

As funções fe g são contínuas em R com g(x, y) = f(x, y) para cada ponto (x, y) € R (ver Figura 10.67). 


Figura 10.67 


Então, a superfície 5 é composta por trés partes: 
Siz = g(x,y), (x, y) ER 
5кг = f(x,y), (x,y) ER 

Syg(x y) = z = f (x, у), (х,у) € С. 


Podemos dizer que 5, é a ‘base’ do sólido, 5, é a ‘tampa’ e Ss, a “parte lateral'. Pode ocorrer que S, degenere еп 
um curva, por exemplo, se 5 é uma esfera. 
Analisando a integral tripla de (5), temos 


Јева = | [i ГА ахду = [м H of? ne 
с [| [Ах у. 0) = fi(x, у. g(x, у))Мхду 
ў © 
Analisando a integral de superfície de (5), temos 
|j saxa, = [f saray + fran + anas. 


E s s 5 
А integral |) ais é mula pois sobre 5, а normal Tî é paralela ao plano ху e o campo vetorial (0, 0, fs) é 


* 
pendicular a 7i (ver item (a) do Exemplo 6 da Subseção 10.12.6). 
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Logo, 


|j seas E |j raxa, p Í fdxdy. 
E s E 
Sobre 5, a normal 7i tem a componente z positiva e, sobre $,, a normal 77 tem a componente z negativa. Usando a 
equação (5) da Seção 10.12, temos 


во = - [= yg.) ау + fre v fex, y) dxdy 


5 


Д 


mM) 


De (6) e (7) vem 
| Жахду = аа, 
LES 


s 


que é o resultado que queríamos mostrar. 

Analogamente, supondo que T é projetado sobre o plano yz, mostramos a equação (3) e, supondo que T é projeta- 
do sobre o plano xz, mostramos (4). 

Concluímos a demonstração para o caso em que o sólido T pode ser projetado sobre os planos coordenados. 

Se T não satisfaz as nossas hipóteses, mas em particular pode ser dividido em um número finito de sólidos do tipo 
descrito, então o teorema também pode ser facilmente verificado. Basta obter os resultados sobre cada parte c depois 
somá-los. 

Para o caso mais geral, a demonstração foge aos objetivos deste texto. 


10.15.2 Exemplos 


Exemplo 1: Calcular I = fie = z)dydz + x'dzdx — xz'dxdy], onde 5 é a superfície exterior do cubo limi- 


3 
tado pelos planos coordenados c pelos planos x = 1, y = 1 e z 
Solução: A Figura 10.68 mostra o sólido 7 limitado pela superficie S dada. 


Figura 10.68 


Como S é formada por seis partes suaves, para obtermos 7 usando a definição devemos calcular seis integrais de 
superfície. Pelo teorema da divergência, podemos transformá-la em uma única integral tripla. 
Seja 7 o vetor normal unitário exterior a 5. 


a = aa 
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Como ў = (2x — 2)i + xj — xk é uma função vetorial contínua que possui derivadas parciais contínuas em 
IR, temos 


(2 — 2xz)dxdydz 


E 
ا‎ 


fie — z)dydz + x'dzdx — xzdxdy) = fe + 0 — 2xz)dxdydz = | 


Exemplo 2: Calcular a integral do exemplo anterior sobre S, sendo 5 a superfície exterior do cubo, exceto a face 
que está no plano z = 1, 


Solução: Para resolver esse exemplo, vamos utilizar o resultado já obtido no exemplo anterior. 


Temos 
т-ға = ^ut 7-а 


Ж % 


3 


onde Sj, Szr., $ são ав faces do cubo, 


Queremos calcular /, = 7 — [7 + TÎ dS, onde S, é a face que está no plano z = 1 
s 


2 - fie = eJdyde + dads = хаду) = $ — е еза 
* R 


50 = x 12) dxdy 


Exemplo 3: Usando o teorema da divergência, dar uma definição alternativa para а divergência de um campo vetorial, 


Solução: Seja / (x, у, г) um campo vetorial contínuo que possui derivadas parciais de 1º ordem contínuas em uma 
região esférica T. Existe um ponto A (u, v, w) no interior de T, tal que 


M, У, (8) 
onde V é o volume de Т. Esse resultado decorre do teorema do valor médio para integrais triplas. 
Pelo teorema da divergência, vem 
| fas 
div F(u, v, w) = — (9) 


v 


onde 5 é a superfície exterior de T. A razão à direita de (9) é interpretada como o fluxo do campo vetorial f por S, por 
unidade de volume, sobre a esfera 7 (ver a Subseção 10.12.5). 

Seja P um ponto arbitrário. Suponhamos que seja contínua em um domínio contendo Р em seu interior. Seja S, 
a superfície de uma esfera de raio r e centro P. Então, para cada r, existe um ponto P, dentro de S,, tal que 


Í fends 
div F(2) = у onde V, é o volume da esfera (ver Figura 10,6). 


E -— 
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Fazendo r — 0, P, — P e, então, podemos escrever 


am 


ii 


(0) 


isto é, а divergência de / em P é o valor limite do fluxo por unidade de volume, sobre uma esfera de centro em P, quan- 
do o raio dessa esfera tende para zero. 


T 
* 
8 
Figura 10.69 
10.16 Exercicios 
Nos exercícios 1 а 9, usar о teorema de Stokes para deter- 
minar a integral de linha dada: 6. Фф[уйх + (х + у + 2:)4у + (x + 2y)dz), onde 
с 
fs C é а intersecção do cilindro х? + у? = 1 com o 
т. ) 0745 + x*dz), onde C é o contorno da parte do plano z — y, E d л 
c 
plano 2x + у + г = 4 que está no 1º octante, no 
АИ 7. &[( = x)dx + (x = z)dy + (x — y)dz], onde 
© 
C éo retángulo de vértices (0, 0, 5), (O, 2, 5), (—1, 0, 5) 
2. ф[(у + 22)dx + (2:  x)dy + (x + y)dz] о Зан Бой; 
с 
onde C é a intersecção das superfícies? + у + 2 = 223 - " А 
омеае i o а АРГО в. 0f -d7, sendo f = (e" + 2y,e” + xe") eC 
ex = S. Considerar os dois sentidos de percurso, c 
2 aelipse х = cost, у = 2sent,2 = 2,05 (5 2. 
3. ф (хах + ydy + zdz), onde C é o perímetro do 
2 9. $ [Q? + 2у?)4х + xy'dy + Vr + 1 dz], sendo 
retângulo 0 = x = 2, 0 = y = 4, z = 4, no sentido é 
anti-horário. C a circunferência x = acost, y = акеп, 2=2, 
05152. 
4. $ (e dx + (x + z)dy (2x — z)dz) onde Cé 10, Seja S a parte do gráfico z = 16 — 3? — y, z = 0 
c 
о contorno da parte do plano x + 2y + z = 4 que com normal exterior. Determinar [| rot f + dS, 
está no I? octante, no sentido anti-horário. sendo g = (2y, y + z, z). 9 
o ip tlm 11. Calcular ПЕ + TAS, sendo É = (xy x, z?) e 


с 
7 = (совхо, 202 + z, у(х 2) 

e C € o retângulo 0 = x = 4, 0 = z = 1, no plano 

у = 2. Considerar os dois sentidos do percurso. 


B 

S qualquer superfície suave delimitada pela curva 
F(t) = (2cost,3sen t,1),0 =1 = 2r, 

com a normal apontando para cima. 


Nos exercícios 12 а 19, usar o teorema da divergência para 
calcular a integral da superfície dada. 


12. || ?dydz + y'dzdx + дахау), sendo S a super- 


H 
fície exterior do tetraedro delimitado pelos planos 
coordenados e pelo plano x + y + z = 1. 


13. || F - Tas, sendo f = (xy, 2x2, 2) e $ a super- 


5 
fície exterior do paralelepípedo retângulo delimitado 


pelos planos coordenados e pelos planos x = 
y=2,2=3, 


14. [| 7. nas, sendo 7 = 2х7 + 3y] + 4zk e Sa 


superfície exterior do sólido delimitado pelos para- 
bolóides 


xgexky-9erm-2x-2y 9 

15. || 7 + TAS, sendo 7 = (2x, 2y,0) e S a superfície 
do Exercício 13, exceto a face superior. 

16. || F Tas, sendo 7 = (0,0, 2z) e S a superfície 


S 
do Exercício 13, exceto a face superior. 


17. || [x dydz + y dzdx + z ахау), sendo S a parte da 
+ 
esfera x? + y? + z? = 1 abaixo do plano z E 
com normal exterior. 


21 


Кане. D 
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18, Calcular 


Je fie = y)dydz + y'dzdx — xy dxdy], 
E 


onde 5 é a superfície exterior do cubo limitado pelos 
planos coordenados e pelos planos x = 2, y = 2 e 
1-2 


19. [| (2dydz + 3dzdx = Sdxdy), onde $ é a super- 


S 
fície do parabolóide z = 9 
plano z = 0. 


= >? acima do 


20. Usar o teorema da divergência para calcular o fluxo 
do campo vetorial f, através da superfície do sólido 
T, sendo; 
a) f=-yj + zk, e T o cilindro л? + у? = 16, 
225152, 


b) F = xyi + yz] + xefe To cone 
zz VY yis 

o) f 221-2] +2% eTa esfera 
+p =4 


Verificar o teorema de Stokes para. 


F = syi = мј + yek, 
onde 5 é a superfície do parabolóide 2z = x? + y? 


limitado por z = 8 е C é o seu contorno percorrido 
no sentido anti-horário, 


22. Verificar o teorema da divergência para 


f = @ху+ DT + у] - (x +зу)К 
tomado no sólido limitado por x + y + 2z = 6, 
x=0,y= 0ez 


= 


ldentidades Trigonométricas 


(1) зеп + cosa = 1 (2) 1 + tgr = sex 

(3) 1 + cotgîx = созесх (4) sejx = 1/2 (1 — cos 2x) 

(Б) cosx = 1/2 (1 + cos 2x) (6) sen 2x = 2senx cosx 

(7) cos2x = cos x — sen? x (8) senx cosy = 1/2[sen(x — y) + sen(x + y)) 
(9) ѕепхѕепу = 1/2[cos(x — y) - cos(x + у)] (10) cosx cosy = 1/2[соѕ(х — y) — cos(x + »)] 


Tabela de Derivadas 


Nesta tabela, u е v são funções deriváveis de x, € c, a e a são constantes. 


() у=с»у=0 By=xrsy=1 

(3) у= сиу = с-ш (@у=и+ъ=у=и+у 

(8) y-uvmy cay eva رہ = ر‎ = 000 | 

Q) y=w, (0+0)>y 2a-u^-w (8) у = a", (а> 0.a + 1) y = a*-Ina-u* | 

O) رچ ر‎ (10) y = logus y = loge | 
ui 


(12) у= wy -v-u7!-w + u -in u- v (u > 0) 


(13) y = sen u= y = cos u + u' (14) у= cosu=y = —sen u -w 
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(15) y=1gu=>y' = seu cu (16) y = cotg u= у = —cosec'u + u^ 


| OD у=зесизу secutus! (18) у = cosec u= y’ = —cosec u * cotg u «ut 


(19) у= are sen u= y' = 


(20) y= arccos u= y =, 


jm = ZA 
07) y= are gunay =. (22) y = are coig u= y = Ls 
Й u^ 
(23) у= arc sec u, |u| 1e y т! 
(24) у arc cosec u, |u| = 12 y И —,|щ>1 
М -1 
(25) y = senh u= y' = cosh u и (26) y = cosh u= y’ = senh uu! 
(27) у= tgh us y = sech? u + u^ (28) у = cotgh u= y' = —cosech! u * u' 
(29) y = sech u=y' = —sech u * tgh u * u' (30) y = cosechu-s у = —cosech u - cotghu * ut 


(31) y=argsenhu=>y (32) у = arg cosh us y 


(33) у= arg tgh u= y 


(35) у= arg sech иу о<и<1 (36) у = arg cosech ue y' = 
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Tabela de Integrais 


(0) IDEE (2) jt- nyte 
mi 
3 feu + Cla é constante + —1) (4) [== 
S fem-exc (6) IE 
| 
т [cosudu= senu + c (8) ТЕ 


E 


Шын êêê 
n vues ШШШ 


(9) |cotgu du = In |sen uj + С (10) |cosec u du = In cosec u — cotg иј + C 
(11) [secu du = Insecu + tg u| + C (12) |sec u du = tgu + C. 

(13) |cosec?u du = —cotg u + C (14) |secu-tgu du = secu + С 

(15) |cosec u - cotg u du = —cosecu + C (16) PERTH 

(17) асас a9 |а ае + 

(19) |ѕепһ и du = cosh u + C (20) |cosh и du = senh u + C. 

(21) [sechêu du = tgh u + C (22) [cosech! u du = —cotgh u + C 

(23) |sech u- tgh u du = —sech u + C. (24) | cosech u-cotgh u du = —cosech u + C 
(25) а (26) zv 

(27) nas can +с 


Fórmulas de Recorréncia 


(1) |ѕеп"и du = —Isent-tucos u+ Je u du 

Q) fcostu du = cos" u sen u + Jen du 

G) figu du = igu - Je du 

w = Joe e | 
(5) 


2-2 п 
оѕес" 2 u cotg u + 
n- 


(6) |< udu- 


C Y du чё + J" 21-3 du 
а? + Фу ап =1)  24(n-1) fe cay 


Capitulo 1 


Seção 1.4 
1. à) C(h.I) = Vi? +P b) V(x y) = rry €) fla b)=20+2b 
d) f(x,y, 2xz + 2уг e) V. f d(P.Q) = Ух – uy + (y - v? + (z- wy 


D T(x, yz) = V(x x) + (y - ж) + G - 20 


. onde (хо. yo. zo) É O centro da esfera. 


2. R(x, y) = 1300x + 1700y  32xy — 50:2 — 20 
3. a) D(z) = R, Im) = R b) D(f) =R, Im(f) = П, +=) 
© D(z) = (х,у) ER х2 + у: = 9}, m(z) = [0.3] d) D(w) =R, Im(w) = [1, +=) 
e) D(f) =R, Im(f) = [0, +=) 0 D(f)-R.Im(f) = Е 
8 D(z) =R, Im(z) = [-2, +=) b) D(f)- FW Im(f) =R 
i D(w)- R, Im(w) = [4, +=) p DO) =R, Im(f) = (—=,4] 
4. a) D(z) = R b) D(z) = R' - {(0.0,0)} 9 D(2) = (G.») € IRlx| > |y) 


# D(z 
3) D(z) = ((.») € Жу # 0} 

(x.y) € Rly +0) à D(y) = {(,z) Є Rr = -1 e z>-1our=-—1 e z< —1} 

(x,y,z) € Ж? y! + 29) 9 D(2) = {(х.у) € Rly + a) 
(u,v, w) € Rh +7 + w = 5} m) D(f) =R 

(x) € |х + y >3} o) D(2) = {(х,у) € Rx = -4e y> 1) 

p D(f) = {(х,у,г) E F|-15xs1-15ys1-15z51) 

x, y) € e| - 2y + 4 > 0) » D(3 = {(х,у) € Ri] + ly| = 1} 


e D()-(xy)eRig*y-1 5 (т) = {(х,у) € Rl + y <16) 


5. Observação: Existem outras soluções. 
3 &-VEG-r)t: »= 
у а=М-0- (5-3) x 
о h=Vm + rê h 


VEQG-E)-: D6)-D09-1« € Rj 2-9) 
-VIEO (цу) = р(а) = (05) E Ж}? + (у-зу\=з} | 


nê + ıê ра) = ра) = 2 


x+8x+y 


6. a) D(z) = {(x, y) € Е: + y + 0} ү ES 


B. Circunferências concéntricas: x° + у = k, 0 = k = 16 


9. Segmentos de retas verticais: x = V4 — k, —12 = k = 4 


Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais mültiplas, integrais curvilineas e de superficie 


10. Circnferências concêntricas; x? + y = 4 = $, А = k 8 


12. a) 2= + ر‎ ЕЕ +») Ae» 
1+4 
=1 
» parE fco ЕУ 
=1 x-0 y=» 
**y-3 favs; fee Vi- 2л 
2=1 y-0 у=х 
16. а) na origem b) diminuição €) sobre a superfície do elipsóide 


17. Os valores da função crescem à medida que nos afastámos da origem. 


Capítulo 2 ^ Obs: muitos dos exercícios podem apresentar respostas diferentes das listadas aqui Isso ocorrerá principal- 
mente nos exercícios que envolvem parametrizações de curvas e superfícies. 


Seção 2.8 
1. » FO SeT +e b) (1,0); (e, 2) 


ЕУ 2x ? 
2. PO) = Û; (r) = 57 + (+2) 
4. a) 2(7 +1)T  ((— + sen DÎ + cost k, 091527 b) 2 + 2F + (t= sent, 0 =1 = 27 


c) reost(1 — t) f — tcost(1 + 2) + (fF — P + 28 sent +rsent)k, 0 =1 = 27 
d) P+M- sent, O = = 2r 


e) (2-2 + 2)? + (—2 + 31 - 2 + sen(t + 1))] + cos(t + 1)K, 0 =1 = 27 


5. a) (0,—1/2,1), (1, 21,1) c) А partícula tende para uma posição infinita. 
eaGbe ы eje Qari +A 

4) -5 e -9«9j-sk 0 27 +47 +6 go 
7.9 ў +28 b) O limite não existe 


Bo Тт 5 ы] ©аї+] ©уї+?Ё mi 


11. a) =, é contínua em r = 0; não existe, nào é contínua ет! = 3 


b) j.écommaemt-0 с) «não é continunem = 0 d) ~Î + Ñ, é continua emi = O 


€) nio existe, não é contínua em £ = 1 e não existe, não é contínua em г = 2 
12.9 [0,27] b) (-50)U(,49) o) (0,4%) d) (-1,0) U (0, +=) 9 (G+ r+ mene) 
f (-LI)U(L*») gf 72)U(-2,-1)U(-11)U (1,2) U Q,**) № (01) U (1, +e) 


-2( -3 
153 £4«y-4 — buy-162-2 о 02" 073, у= -20+5:=2 
16. а) у= 6х +5 by =x? +1 Jy=x+2%2 
ЕЕ + VE ) 


R= =1 


Va) (1-5/2): M ent 


2 
Уз Ear Na) 


b) (3, 4); 5: (3 + Scost, =4 + 5 sen t) 


€) (0,-5/2); 


„а 


O CREMA 


Apêndice B — Respostas dos exercicios = 


18. a) ё uma circunferência de centro ( — 5/4, —1/2) e raio- AIL 


n 
m ds. "ms. 
Еа 


20.3) asah} ) +28 ы 97+ (0-07 9 (-1+5)7 + Q-20j SK 
a (М2 + 5)? +2] + (V3 – 30K. 

21.3 Q-50)i +47 + 1-0) Ы (5597 + (-1+ Î + (2+4) 

a «i «(- (1+3) e-ox 


20-9-. 14-37 т - 5 
mot w * 9 +0) + G+ 


o va- a+ vai +а +07 + (+£ 


22.3) ti + Gt 1)j +28 DENTES 


23.3) (2cost,2sent,4); t€ [0,29] db) (622,7) с) (-1 + VScost, V10sen 2); 1 € [0.27] 


d) (0722) :-0 е) (lane) t0 O (1622) в (273,12 1); re [0.1) 


b) (2 + 2с081,2 + 2sent,0); 0S = 27 i) (2 + 20051,2 - 2sen 1,0); 0 =1 = 27 
j) (0.1-0; t€ [0.1] X (An0;re[-Li] D (1-2-2 + 2,3-4); r€ [0,1] 
m) (F-7 431—2,0;05:53 n) (2-1,3 +2) o) (cost,sent,2cost — 2sent); 0 жг = 27 
аат | 
p» [CE у=} 0=г== q (з+3+2,-2у;є[0,1} 
Seção 2.14 
1.3) -3cosrsenti + secr] + 2 sen tcostk. b) (cosr— semi) i — 2&3. 
Жо се 2 9; 
9 9 GATE O nl 
2.3 (4-23) DL) о (&-L) q CL) 9 21,0) 
3 (3.0.0) 
. (o. 
т =! E: 
os Faves) 
(r [29 
а) O- 


la (l2) = V5. 
=3 [4(0)| =1 


Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


&» пир ца-аърў 9 90 (20-0) 30-(»2) 
э s - (L2) 3 - (03) 


7.3. FT 2 Vi] + VFR » Q9 9 (164,32) ( О 23054) 


В.а V) = 7-20; d() =—2Ё; 7(0) = 1: 00) =-2k; 7(2) T - 4K: d(2) = -2k. 


"qi Sm - (Ci) 


то = (5, ), iw - (Lo o); ae) - (2.0) 


7(1) = 27 + 6R: 200) «27: d(1) «2j 30K 
ej 00) = 00) = 0 


© Ў) = 217 +68: йи) =27 + зои; (0 
Ф v(--i-j 4-0: 7(1) =r) = 


9.9 5 ы a+b 
15.a) (-k-4)i mo әб d) P + 2 


Apos tous 
(ry! 


19. а) (2 + 3cost, 1- 4sent);t € [0,27] b) (1 = t,3 = 1,3 — 2:1 € [0,1] 
9 (5-2,7—2, —2* 21:1 € (1,2) 
4) (-nP)t€(-12] e) (2r — t *senr1- cost); t € [0,2m] f) (1 + cost, 1 — sent, 8r — 2t); t € [0,47] 


Ti (= 1), 
E (2(3 EE D 
Lino eine 22. а) não é suave b) é suave c)nüoésuave d)ésuave e) é suave 
24. a) V3(e-1) b)60 9)2V2m a$ (0V - 1) 93; (85VES - 13718) Оут g16 Mar 


i) ENTER talo + VIF) j2vio ek 


20. 


25. а) so- b)s(t) =2 e) s( = HO тка + ур + Via? Ei) во = ser 


e) s(t) = 2.1€ [0,7] [ROBES 


selo] 


26. a) (Ме g Vî sen So) € Davi] (D = 105 +2) o (cos уке Ж) 
d) (c EREDETE 1+ VIE Sy" (= 1+ vies) s € [0,15] 
$ (EN es (stt) ee, (i YS en) 

(a 


f) (coss, sen s), s € [0,27] 


=s=V5r 


Мз / vã 


(1 EE 4) о nme) 
ossa V 


»(- Xeno 0) 


27.:)sim b)sim c)ndo d)sim e)nio Osim g)não h)sim 28. 


29. зх? +3уј 


есини‏ ے 


a W 


Apêndice B — Respostas dos exercícios а 


zm „ызы РЕЯ 2 > 
VEFE I NEA ARE CEE 
31. а) (y) e Rr + y? = 4) b) (х,у) Єх + 0} €) {(x, y) € R?|y = 0} 
d) {(x, y, z) Єх # 0, y # Oe z # 0} €) ((x, y) € IR?|xy > 0) f£ {(х,у,:) ЄТ: = 0} 
Юю (бу) ER|+2=0 b {lx yz) € Ех? + у?<1}. 
Capítulo 3 
Seção 3.7 


1. а) é uma bola aberta em IR, centrada em (0, 1) com raio 2 
b) é uma bola aberta em IR", centrada em (0,0, =3), com raio 3 
c) nioéboluaberta d) nàoébolaabeta е) não é uma bola 


f) bola aberta de centro (=2, 0) e raio 3 g) não é uma bola 
2. а) Aé aberto b) A fronteira de A é o retângulo de vértices (2, 1), (3,1), (3, =1) e (2, =1) 
3. a) Béaberto 
b) A fronteira de B é formada pelas faces do cubo de vértices (1, =1, 1), (1, 1, 1), (=1, =1, =), (=1, —1,1),(—1,1, 
(,—1, 70.0.1, 7D e(71,1, 71) 


4. São verdadeiras (b), (d) e (e) 
5. São conexos os conjuntos A, Ве C 
6. a) circunferência de raio 2, centrada em (0,0) b) circunferência de raio 2, centrada em (0, 0) 
v) elipse centrada em (0, 0) ¢ semi-cixos 1 e 2 paralelos aos eixos coordenados x е у, respectivamente. 
d) gráfico da hipérbole y = i unido com o eixo dos у 
T.a) Aéabrto b) Bnüoéabeto c) Céabeto d) Dnioéabeno е) Æ näo éaberto 
8. (a), (b), (c) e (e) são pontos de acumulação de А — (d)e (D no são pontos de acumulação de A 
9, A não tem ponto de acumulação 


100.9 v DF ov фу gv DV pro "INR. VET 
14. a) não existe b) 0 €) não existe d) nào existe e) 0 
15.0) 0 b) não existe oo d) não existe e) não existe 
9 4 
17. а) 2 b) ce) 1 d) 1 е) -10 9 -3 
18. а) In12 b) 1 0) -1 d) 20 
19. а) 0 b) 0 © 0 
1 КА 2 1 
20. 00 DE 9X os "rs 2.6. not ss] 
21.9 1 bo 9 -M q ° E » 0 rj i h) -ns | 
р 0 j) 0 k) 1 02 m) 0 n) 2 ° 0 pt | 


22. а) sim b)sim © sim d)não e)nio f)nio g)nio №) іт i)simem P(L1) e našo em Q(0.0) 
223.9 R ы (uy)eN|r*iLys2ey*-1 — ©) ((ny)eRix2rexrt-y a 
24.0) а=0 b) a=4 


Е Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


26.2 (52.1) » 9 642 
27.9) G м) b) (0,1,1) © 6 3 o) 
2 A Apr 
28. a) é contínua em IR? b) é contínua em ІК? 
€) é contínua em((x, y) € Ех, y > 0} d) é contínua em ((x, y, z) € IR?|xz > 0) 
€) écontínua em((x, y, z) € IR|x + 0e x + y} f) écontínua em IR? — ((0,0,0)) 
в) é contínua em IR? 
Capitulo 4 
Seção 4.5 
a àz af af T ei 
1. X e sy - 2x, E =m у= 3 ш j 
mc» Wu» 3 25 VE 
5, 2xy, х? + бу 7. 00 8. 2xye, xey 
9. xsen(y = x) + cos (y = x), =xsen(y = x) 10. угу 2ху,2ху d 
my — 2 Е E = x y 
нирвана тут и дел Vi 
He ees B 
тесу 16, =p e 16. (x + y + Det, (2x + 2y + 1e 


TAP Таку nuum SE 
Ax E 
ED (FFF 2y 


200—175 1 


17. 18. xett, aye 9 19, 2y + 2y sen хусозху, 2х + 2х sen xycosxy 


жу, RES y A 
22. = - y, = 1 ТЕ 
Му "AA т iC RT 
25. 2xy 2yx? - х 26. VIAL 2x, утту 27. 2xe"[ + х2 + y]. 2ye" 
В am 
фур G9) (0,0) ур») * (0,0) 
28, Lm | (+) ar Lehr y» 29. 12 30, аны 31. satish 
“dx 0 (xy) = (0,0) ау 9 (x»-(,0 “Os Mo 
32, a) ameno t0 33. -4"em -12%m 34.a) -2 0-1 351 
$e 
2 uoo 
b) у= 37. 0,0,0 38. 2ху + yz! + 252, x! + xz, 2хуг + xh 
2x y a 2 2y > 
ЗӨ es ciini yt XXE AD . 2, 232) оху 
E e (Gn do BM 50а) ME 
42. sen yz + угсолг, xzcosyz + senaz, xycosyz + xycosxz 43. yz- îz, х) 
ME پر لل‎ 45. 2», -1, - 
VE E VI Es VW sro w 


xz(x* + 2?) 


o) 


TS 
д6. 220" L : 
(ey ez (hey ez) hey: 


47. = E E = Ë onde A = (3-22 = 35 + x =)? 49. anão b)sim c)sim d)nào c)nio 
50. a) IR? 5) IR? c)IR? —{(0,0)} d) 1° e 3º quadrantes, excluindo-se os eixos coordenados e) IR? — {(0, 0)} 
DIR? 


MEME o — A |» | 


Apêndice B — Respostas des exescicios. cm 


DR DR {y Єх #0) DR (1,1) DR – (у) +1) DR 


51. а) 2 b) 1 c) não 
52. a) z=1, V2- x+ V2- y - 22 = 2V2 b) z=0,x+y-z=1 c) no existe, y -z= 1 

d z=0,4r-6y-z=-1 е) r+y+2Vz=4ytz=2 f) 2x tey-ze 2 ex + ey =z =e 
53. a) (2238 » 40 909 DO) 900 0 (0.3) 0 (0,2,0) b) (0,0) 

i) (1 + ln(e + 2),2 + 2ln(e + 2)) j) (1,2, 2,1) 

2x 2y ) лу, 2y") 
b) (y €) (4ху?г, 10; 2x 
) VETA VE (УШ) 

d) (=ysen xy, =x sen xy) е) (vw + 2u, tw — 2v, uv — 2w) f Qxyz + cosx, 2х?уг?, 2yr) 

[T 56. 4x-:-4 ou 4r+4y-2=8 


57. a) (2х + у)йх + (r= dy b) 2хАх + Ал? xAy + yAx — Ay + Ахду 


58. -1,-203 59. M as - V у 60. dx&dy Gl. drtdy*2dz 62. Zar + dava as 


63. 2sen( + y)cos(x + у)йх + 2зеп(х + y)cos(x + y)dy 64. (x = De dx + (xe? = 1)dy 


65. 2udu + E dy — 2wdw 66. (yre9 — y) dx + (x1e?' = x) йу” aye" ide 


f — ad ad + Za, + 2x 
(+ х + x) 


jo ago э] + nn + Day 


ر 
å‏ رو2 + و + э}‏ کی = ر 
dy + :‏ 25 

(x + x xs) 


" 
a 
T CEE 


67. 


dx, 


68.e'—"(dx-dy-2zi) 69. FEL * dy 70. 92x10* wsx105 9012 


xay 
71. —2,002 watts 72. 36000 m? 73. 174m cm 74. 224тетї 75. -0,03528 cm 


76. а) 1175 b)8992 с)56%8  4)59966  c)106 04964 


Secáo 4.10 
360-3642 
"ble b) nd OS sd 
c) [216P — 96? + @ + 2) e ду 4P + ISP + 14 — 9 o Tu 140 
2 
2. Jrsec (5?) — 3. cosi- ser 4, D Б, te [-3tsen f + соз + cos — 2 sen?) 
ps Г НЕКЕ 


ас (aer 2V 2 


a CESARE ишк, E a E, E е 
9. 28 (e, T (re) ы? 10. EE | a ED n 
n ) —мллеял senyeosy 
4 9 Vox sey £5. Мох + sen y +5 
dy y 43 43e + 32у = Lay? = бху = 2х +2у; P — 38 — Зу? + Элу? Rudy + блу + 2 = 2y 
PACEM PII e | 
з кйшй + MEC E 
› 
Dl —XLLo E эе кш), Йе 
Мш + 1) + v Мше + 1) + ê E و‎ 


15. 10v, –10и + 10v 


11. a) 2х - 25у +2; = 2y 


EI 


= Cilculo В = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvlineas e de superficie 


Eo a1y-1 —(1+х) 


=1 v = 2, 
16.10, emi 17. 26-00000) 18. TÓC IY 


2х+у 


19. 224 + y aet У xa = y) + 21٩ Qx у), = )2 + y)? — A eaae y +In(2x— y) 
20. 0,0 21. Ax( — y!) + Aye, —4у(х° — y!) + Axe 
22. y^ + 3y + 2xy! + у + ylnxy, х? + 3xy! + 24у + xInxy + x 


27. a) Bun? + 2и + Gv, Bv + Gu + 2v b) 4и? + 2 — Ai, A! — шу Gu 


öz ыу #смёпб д: д: cost =9x 4 = Sy 
28. وی‎ - 025010 CE son ت‎ ©® FEM enr 
T 5H) -2xy 2х-у 2y-x 1-2х-у: 1 x 
30. 0 ccu) Em Эба inar ER 
31 ر‎ 


-2uy -2w 2ш 


3259 xay S зау ny dy Rey b) =, 13v, 3u = 2v 
Sa = a 
33. prey 34& 97 9 -u 
LARU AA x. CEO dis de po, EL AUS ы, 
rri dv ûy ou ду 9 det pz үш Oy YO) 


Muy Diae T Mn O BE Мә, 
ay $^ эе ax de ap О? 


lh dry de y FFE Ac y eu. = Em = É 
38. pu b "A" o 22-27 39. a-l, 2r-2y Ыу-4-х:=2°-8с+16 
40. а) 2 + 8у?,16бху, — 18y + &, 16xy b) 2y 4ху — 1, 2, 4ху – 1 

PETS = 4) ye", еу + ху), nte”, еб + xy) 


41. D = 6 as demais derivadas terceiras sio nulas 


E = EI 
42. = (xè ray)? + 3G? 42, )ر12‎ + 4у?у? 


43. —2узепху = xy cosy, —2х зеп xy — х?усозху, —2х sen xy — xy cos xy 


ba! + 12 


CERA 
45 orcs? ed topo? -90-9-y- 2)? 
46. 0,0 47. (xy y? — у(х + уолу * y). ay E 
48. a) IA G) A 00) (1+ дет? 


(+ 
49.0) sim Ы) sim ©) sim d) não 


af Dd 
50.9 SE = 2x2] + yen E 


DIL Iri cay] + xem, SL = per) + ху 


А = 


51. (( + y)e?, (у + хе”, (x + z)e7) 

53. é uma parábola no plano z = 1 

54. з) (V3cosv, УЗ хеп, 6).0 = v = 27; (0,1,3 +). 0 = u = 3 
b) (0,1,2753): (-V3,0,0) 

55. (0,0, z (2 + z)?); (0,0,0); (1,0) 56. (0.0,e"i 

) (2.0, 0%; (0.0, 0%; (0.0.3) 


b) (er sen x, e” sen y, 


Jet. 


z + 1); (0,0, (ус + 29e") 


57. а) (0,0, 0); (o 


e” sen x, ~e sen y, 0); (e"cos.x, e" cos y, 0); (e sen x, e" cos у,0); (0, 0, 0) 


ә 


0.0. 


(0, 0, 0); (0.0.0) 


58. (0,-4,-24) 


Capítulo 5 


Seção 5.10 

1. a) (0,0) é um ponto de máximo global; não existe um ponto de mínimo global 
b) (0.0) é ponto de mínimo global; não existe ponto de máximo global 
€) nio existem pontos de máximo ou mínimo globais 
d) (0,0) € ponto de mínimo global; não existe ponto de máximo global 


т зт 

ә (+ 2km 2ne) kae Z ão pontos de máximo glotal e (ŠZ + 2km, (2n + De) k, n € Z são pontos de minimo 
global 

0 (0, 0) é ponto de mínimo global; não existe ponto de máximo global 


g) (1, D é ponto de máximo global; os pontos sobre a circunferência de centro em (1, 1) е raio 1 são pontos de mínimo global 


2. a) sim b) sim c) sim 3. (0,0). (1,0), (-1,0) 4. (0,0) 

s 02,67) 26G9)G3G3) — (9e 
7. (kz,b,k€ Ze be IR. 8. (0.0).(1,-1).(-1,-1) 9. (2,0) 10. (0.0),(2,—4) 

п. (20) (220) 12. (L0).(-L0) 13. (a-2a*kz)a€ RKEZ 

14. a»... 15. (4.3) 16. (5) 17. (0,0), ponto de máximo 
18. (0,0), ponto de mínimo: 19. (0.0), ponto de máximo 20. (3,1). ponto de mínimo 


21. (-1,2kz), (1, (2k — 1)я), Є Z, pontos de sela 22. 


) e 2, ponios de sea 


Es Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


23. (0,0), ponto de mínimo 24. (0,0), ponto de sela 25. (0.0, pomo е sela (з, 3 ponto de mínimo: 
26. (2,1), ponto de mínimo; (=2, =1), ponto de máximo: (1, 2), ponto de sela e (=1, =2), ponto de sela 
27. (518,2), pono de minimo 28. (o) nso post css 29. (1,4), ponto de mínimo 
30. (0,0), ponto de sela; (1, 1), ponto de máximo e (— 1, =1), ponto de máximo 

(2, 0), ponto de máximo e (=2, 0), ponto de mínimo 32. (21) кел, pontos de sela 
33. (2, 1), ponto de sela e (718, —9), ponto de sela — 34. nioexiste 35. 5,-5 36. V2.1 37. 3-2 
38. 2 0 38. 1 40 4-4 41,52 42. m+6V5- 


2 
43. ү —8-4V2 44. а) (0,0), ponto de minimo b) (0,0).pontodemáximo d) (0,0), ponto de sela 


NS G ) "n =69 AB s vs ^ j 10 
45. G А ) 20) 49 VB. ат. Ji gaps 48. triângulo quiero de lado cm 
49. 23 23 A) 50. 9 и= А0 + В0,-01- 0-0 ы 3,12 o) Ф875 
3 3 3 22 
Vanas y у= e+ Ы ر‎ 


$ se WV, 57. (Ls. mode mimos (52, É 


58. (5 4 2 ponto de máximo e (ZÊ, TA =) pono de mínimo 59, (2, }) pot de mínimo 


60. (2,2۷2) e (-2, - 22) , pontos de máximo; (2, -2V/2) e (=2, 2W/2), pontos de mínimo 


55.5.1 


s1. (3.3.5) 52. WI, VIO, VIO 53, Vá, 
1 
$ 


ponto de máximo 


30 1 5 
61. (3,3,3), ponto de mínimo 62. (554) 63. Gi 5) 64. 1 


65. (1, 1), ponto de máximo 66. (1,1,1) 68. (2V2, V2) 


Capítulo 6 
Seção 6.2 
8. а) у(х, уг) нужа 0) 7) = (P,P) o 2d unidades de temperatura 


10. a) T-(r- V + y + ук — b) Superfícies esféricas de raio r — É centro na origem 
11. a) família de circunferências centradas na origem b) família de elipses centradas na origem 


€) família de retas verticais — d) família de circunferências centradas em (2, 4) 


12.9 (х,у, г) = (15 — 2) b) planos paralelos à base do tanque 13. Ti s) = ر‎ + y ez 
мут] элу 
14. f(xy) 
nos demais casos. 
y= bys хес df= 


18. f(z) = VF = xy + (у XP * (zn) 19. Ala, yz) = 1140 — z, onde z € a altitude em P(x, y, z) 


O 


Apêndice B — Respostas dos ori: AREE 


ж we E 
уати É зр. 
э Йә = 


: ا‎ " 
T+ + x 
ауа Мауна Матуа 


Seção 6.6 
1.3) 4V2 » 22 Vl 2 -Và 31 4, ®% 


7. (ужу (хој жу) B miedyemk 9. 3y + (9ху –2)7 


Va (ti +37 + LR) 


63 


1 
2 


LIES 
T+ ay 


Се ep A) sr 
16. SG GU 17. 2xre 
28.9 47+6V2] w-4i-] o4l«4j 457-7 


ze] же 26, 0 = arccos 


vant 


29. а) 0,5,3) w*(00-) 902-2 
31. x+2y-3=0;x+4y-18=0 32. х+ V2y -2V2-0 33. 2х+у+5=0 34. х-у-2=0 


0 36. (1 - 20î + (1-20 + (1+ DK. 


37. (1 + 20 + (1 +20) + (М? + 2V20; (1 + 20) + (1 + 20 + (-У2 - 220) 


38. (3+607 + (4+ 8)] + (5-100 39. «+i + (2+) +( sed) 
41. 4V5 djV5e? 9 
43. DEEE 
45. Vix+ Viy 46. -2V5 + y 
48. -2V2 -4 49. -34 +10] 
51. 5145]; -Si-5] b) -eT 267]; eT - 267]. 
аа) об 
Was Мз. CONS vs 
va 6-2V2 
53. a) 0,-) bj sc 55. уЗ 56. 2V4 
57. Vaen? x + cosy 58. y 59. 0 
60. (e-*,267*), (0 61. (22+ 2,1+4),0=1=1 62. a)sim Ы) (1+1,3+1),0=1=3 
: ЕЕЕ) E 
63. мо by-xxe(LI] 64. = TUUS 65. Vàc- y-1-0 


66. 2) (-8, —8,4) b) (1,0,0) 0) 


20 AR: РА 
tera ©! tbe 


Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie 


Seção 6.10 


d.a) S£ +xe™  b)2senxcosx c) 4ху + 3x2 + y! d) 


2. asim b)sim с) по 


yh2(x-)K Ә2(х+у+ г); 0 d) 2e'cosy2e' sen y k 


е) yr бху? ly = + (xy + 2xyz)] + (2y — xz). сезк лыы 


4.3 3-x(-2i*] ba 


зул) + Qyz - 2x2) 


g) уй: + 4ху: + xy; (бхуг — 2ху?уў + (ху? 


3x) + (30-20) e) -k 


5. a) (-ysenxy = xcosxy)k b) ( 
Ta) X $xx*y*:) 9-907 908 
€) (хуг- xz + dar) + (yz! + у: + 2xyz) ] + (By — 22 + 31y?) k 
D а-у) у) + a-y- Ё po 


ISsen2+2 00 


9. а) (б?уг— х) + (2ez — cosx) j + (2x!) + г) b) 12а%уг + 2x2? + 2oy sen x 


c) Quzsenx = Axfyz) Г + (2xfy — бх°угзеп x — 2x’yzcosx) j + (Byz? — 22). 
10. 0 11. ajsim b)nào c)sim d) sim e) nîo 13. a)nio b)sim c)sim d)nio e)sim Û) sim g)sim 
14. asim  b)nio c)sim  d)sim e)sim 15. asim b)nio 16. —y! -2xy + a(x) 


18. a) é conservativo em IR? Б) é conservativo em D с) não é conservativo em D. d) é conservativo em D 
e) nio é conservativo em IR? f) não é conservativo em IR? 
g) é conservativo em IR? h) é conservativo em IR? 
19. a) não b)sim;u = x = усовх + у + с c)não d) é conservativo em domínios simplesmente conexos que não contêm 
inje + y| = ln |x| = 3x + у хус 


pontos da reta y = =x; 
e) simu 5x — cosxy + cf) sim; u = e" + 2e” + 3e +c 
20.9 и= =) + ر‎ rz) + b) u = (д2 + у 20) ec c) u = xye +e 
Capitulo 7 
Seção 7.6 
1. ае DE oi «533 = 202 = 1) е) 102 ~ 63 
8 3 1 1 1 402 7 4 
2. a) Н d o2 Mi °з 0 Jis бст GOD 
№ sect. t1 + опел + wll саш ОЛУ MEX 
à iv nn 23 n 
3. a) [es yar b) | fra y)dzdy c) | |r saray + | (КЛ % | f(x, у)йхду 
E °ўў $a озу 01-027 


, 


m 3 
| rentas + | [res saray 
4 Д 


2 П 


E 
| «ушу о] [remite n 
* 


n 
| 
Му 
T 

о | 

° 


EL 


, y 


4. 60, volume do sólido cuja base é o retângulo dado e que está delimitado superiormente pelo plano z = x + 4 


нь ЛИ 


Apêndice В — Respostas dos exercícios = 


896 4088. 1533 9 
б 7.1 mo €f 10.ж3-из-зв2 1.192 12,9 13.0 
1 4 3 5 
174 2l - > . . . = Es 
au 1&2 16.5 17.0 180 202 21.2 22.2 
2 8V2 1 
A +2V3 24. 26-1 
Seção 7.8 
3m т Sr 
ips 2. Tl = cosa] 3. Zins 
5.227” ыо 92 Z 
z: 2916 
ори 2e 
aÃ ni-y 88 1.0 T 13% 
14. Br (volume de um tronco de cilindro) 15. Tsent 16. 2e [iss = suma — 17. 8т 
aoe уе у=, 19,02 20.1087 21.2167 22.4 23.4 
2 2 2 6 
Seção 7.10 
128 128 16 Sir 1287 128 
LZ 2 з عر‎ gli g 18 олеш 
11. 1357 12.4V37 15. 3 16. volume do hemisfério de raio 1 


17. volume do tetraedro delimitado pelos planos coordenados e pelo plano 3x + 2y + 6z = 
18. volume do paralelepípedo delimitado pelos planos coordenados e pelos planos z = 1, x = 2e y = 1 
19. volume de uma calha circular reta de raio 2 e altura 4 


3 ма sm [ 3 де 
20.4 21.25 22.a 23.50. 24.2|шощ? 27.5; 
28 1 14k (3 128k , SI2k kr 
28. А-А» у 29.0) (0) 9^ (5.0) 30 977 077 31.75 
32. o centro de massa coincide com o centro do quadrado 
529 3033k 3 
33. a) 11.7k »( =) A I 
35. 25k; o cetro de massa situa-se aS cm da base, sobre sua mediar 36. 6 37. 957 ptz зв, SE 
Capítulo 8 
Seção 8.5 
26 6 22. 16т 3 OI т 
15 25 32 44 so GT 7.737 &12 9. 10.5 11.;-мыз 12m- 6s 
1 в 8 1282 Ш Т}. пов 1280. 95 122 Sim 
33.1 147 15.5 16^. 189; тр Id 9 dg Duy 97 05 
Seção 8.7 
256 _ шуб! 2567 128 1 2(9m- 4) -16 16 ША 
Las Уз) a Ro e 50 Gm 7.0 8 jc 8.227 


ED Cálculo B = Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superfície 


АЕ Ed aL DS gu EU 
ү. еу 19. 1256 20. — 


27 


2m # jme $$ o usn DE 
23. nte 1) 55 c) ma dg e з (4—т) n7 


Secáo 8.9 


16 q abc 20r 
) 8/5509: و‎ MOSS 


бїт 128 


avo 16. ®® 17, 3т 18.5 19,128 


11. Пот 12. 4V2 13, Sm 


243 848Кт 848Кт З2Кт 20487. 
20. 367(2 - V2) bió 21.7 Wm Uomo ANTA 
4 16K s ОРН Em 

25. а) Kr, (0,01) ЫТУ ( CK AE 28 у. 
Capítulo 9 
Seção 9.2 

tg nilqwWW- 30 4 LI so go 76 в, 3 q 24 
А "6 d d 27 27 f e 2 ur (АЕ 


928 1 ay 1 1 
10. Vr ns amo 13, PEH) =] Melo 1534 16.0 17. т 18.5 
19, 4  20.k(d-e3)um. 22, 620+ УЗ2ит. 23, 4ктит. 24. BV5km 25, уок 

n k 391/17 + 1 7V3 + 12) kmi кт 
26. (o) 27. OV- (Eo) 28. kum 29.05 31.90 A. of 
Secáo 9.4 

3 3 64 1 
Ling 20 3.2 40 Sm 68 LÜS ei o mio 12.5 n2 
1,23 44,2 15.0 16.1 17. авт 180 19.5 21. квт 22.-4 

1 а, 2 2,13 r 19 11 

23.0 240 251-1 26.0 2-4 924] 922 27097 ы? 97 2896 il 9-4 


29. а)8т b)12m с)4 30.80 Ь)0 cO 31.1-2cos2— 


-4*sen23-e 32.0 


33.0 34.0 35. -&horário 36.0 37.0 


Seção 9.6 


1. a) mio b)si = sen xy кез + 2 + c;sen 1 + Û + sen + ef +1 
xyz + sen x + созу + c; — sen 1 — cosl + sen 2 + cos3 + 6 


= xyz + Ay + c; abe + ab ®зшиш = (e + у + 2)? ad + b+ су? ©) näo 
(созу + sen z)e* + c; е'(совЬ + senc) — 1 


e) simi = x? + ya + gz + e; a + bî + 
3 А 14 
3.3) 205145 23 95 


CO TT 


дәме B- Repons ds cms E 


4. a) 16 b)1 — ecos1 so 45 e) sen 3 — sen1 — e? + e + 53 02е +e? go 
5Sa 0-7 904-27; 6-6 7.30 Ы-12 90 
8.4 0 b) = № о 27 vi dO 9.30 bo oi т = 
Mm ome 12 ш 13.ё8-,-М$ 14 (rare tg; — arctg 

2 2 
15.05 »$ 
Seção 9.8 

64 15 3 3 

18 2.-10т 3-6 4-9 5B Gm 7.5 B1 9-5 100 110 
12. Deua. ia 14.2) 4r a: Dua 17.221 18. -iee 


Capítulo 10 


Seção 10.3 
19 adus E E NEE 
2.39 estem;  b)r--V16-y-2, y-tVI6- 7-7, z= 2/16 = ر چ‎ 
3. a) esfera; 16-(y- 1? -z +2, y = +16 (x-2) - z 1. а= +У16- (х – 2) – (y-1y 
ЕРЕ РЕ 
TOES Jeso [s CI pi yeti- e- Gumi. 
ге 2V1 -20-17 (у 1) +1 

BE. ee › 
6. a) cilindro parabólico; Бух = +Vz, z= x NEA SANA REVE E 
8 +21 9. =2 + 10.y=2, 05254 -25x52 11.г=\3%-б-у 
12. y= V4- r- 13x-V4-y-2 DEL 

= 3cosvcosu + 1, y = 3cosvsenu + 2, z = 3senv, 0 5и = 2F c 
16. x=u y=v zc ky -1 17, хц yov 28-и» 

2cosu, y =v, z-2senu —s <v < +% e 0S u S 2m 
19. x = 2 + 2cosvcosu, y = —1 + 2cosvsenu, z = 2senw OS u = 27 е 
20. x = cosvcosu, у= 1 + cosvsenu, z = зепу, 0 = и = 27, -7 == 
21. x = Vcosvcosu, у = У сову seni, z = У2 копу, 0 = u = 27 e — sysT 


2 2 
2 + 4cosvcosu, y = —1 + 4cosvsen u, z=3+4senv, OSus2m e у 


NVBcosveosu, y = \/8созузепи, z Мель, ужиятебжувг 


т т 
x = cosveosu, у = cosvsenu, г = sen б=ш=2те Sv =, 
x = V3cosu, у = V3senu, г = v, ÜSus2g e -ю<у< +» 

х= 4сови, у= 4зепи, 2 = >, q Susantg2, -25v52 


x = Мїбсови, z = V10senu, у= 


<y < +o, 0 Su = 27 


cm 


28. 


Cálculo B — Funções de várias variáveis, integrais múltiplas, integrais curvilineas e de superficie. 


== 


29.x-u y-wr-2V F — 30r-uy-wi--21 V EV at sou yes LO = 
32. د ر بد م‎ 33 as aou уеде ааа 4 

E NECI 

35. x = 2cosvcosu, у = 2cosvsenu, 722505 050527 c0 v7 

36. x = 6cosvcosu, y = 6cosvsenu, г = 6 sen v, 

37. x = cosvcosu, y = cosvsenu, 2 = senv, у и = arctg2 e 

38. x =v, y=3cosu 2= 3зепи, 05 v4 e 02r 

39. x =1 + Vi3cosu, y = 3 + ViBsenu z =v, 0sus2m e -=<у< +% 

40: у= Зума, у= Ms ro Sven ояи азе e dava 

Al. хеш y =1 VER, amv, акр =16 42. хеш yan ind e cL asd + sd 
43.x-u y-wz-74-u-v 0Osus40svs4-u 

44. х=щу= ev musice >۷ > + 45.x-u y= vz-8-vw al 4 54 


5. 


eee 


TE ta 5 ) es) TORRES 
OST И d 3 
b) х= 3cosu, y = 3 sen u, z = v; ju, 3 sen u, 4); (3,0, v) 
AE e ДРЕ ap NESE VE e 
E 


» NE = 2; (cosy 2, sen y), 0 = v = 2e 
м, М) УМ? 
9 254-7 №) CX у), 22, -1,2\) 
b) (cosu,senu, М),0=1=3; (М2оо». УЗсову,2зев у),0 v7 


o 22 CE) (E 
à (FE, 5.) Vix Vip +N: - 8-0 


a) (4*11-2,2-4) b) (4 + V511- 2V542-4V51) e) (362—464) ө(ткы+ь +) 
e) (152,121, 221) (i-a YS 2+) (1-2; $e) 


2 


Apêndice B — Respostas dos exercícios = 


6. а) (и, у, Зи); 6x + 3y — z 6 = 0,6х — 3y + : +6 = 0; (1—6,1—3,3 +1), (—1 + 6,1 3,3 + t) 
b) (viêt): 2y = 2= 1 =0, 2x + 2y + 2 + 2= 0: (0117241 1). (-1 2 714252 +) 


Var =2 = 0: (1-13 -n3 er) VEL Vão 


€) (uva) x + 2y -2:— 
T a AR Io E TE E E (i++ 2.2+). (512-242 10) 


Ee pat 
0susZr, 2 * => z 
x + 2y + 2z — 9 = 0; (3 + 9,0,0). (0.3 + 9.0). (0,0,3 + 6). (1+ Va. 2 + la. 2 +273) 
x (М? + V21, V2 + V2 1,2), (0,2 + 21,2) 
7. 4x + 4y +z - 4-0 b)z-4y +2 =0 B.y-2xez-x 


еса 


€) (Зсоѕусоѕи, 3cosv sen u, 3 sen v 


0y-3-0:-3-0, 


f (2cosu,2senu, v); x + y-2V2-0,y-2- 


Seção 10.11 
37 13۷13-1 2 1 л 
Lua 27 — sua 3 %aresençua 4 rua 5.а)9иа. b) mua. 


Górua 7. (182—3) иа 8.32иа 9.127 (3 У5) иа 10.2 (37737 -17У17)тиа. 


Ti. 4r(2- V2)ua. 12.4У17иа. 13.473 zua. POTERE, 15. Уил. 
16. 2(5У5 - 1) ua. 17.3ua. 18. =(36 – 83) иа. 8 20. (36 + 4У21 + 4V6) u.a. 


22.)втиа. 23.98 -: 9FQVE-1)ua 2592 92 26.28. 21.5 28.5 
2214 20487 


29. 30, зт. оаа) за ATO ag 7 35.0 36.222 
3 3 81 x 5 
37. 29 Кт ат. 38.9т 39.205 тит. 40.0.0.1) 


41.3 х2+у2= 16,0=:=8 с) (8,8У3,0) d) 10247 
42.) (-V6, V6.0). (-V2.—V2,2V3) © (6V2.6V2.4V3) o 286, 


Seção 10.13 

32 32 32 mat 
2.2) 32 b) 3 с) 3 او‎ €) 0: o fluxo é nulo 3.47 4.0 5.6 ez 

Ў о E 
7. 16ra? 8.18 9.—-15z 10. 3 "3 12. 3 13. 3 14.0 
15.28 16.2200 — М5) 17.90 BO 
18. 24-24 18.0( 5-31) w-aee 20.3- 21. 1800 
Seção 10.16 
1. -16 2. E 3.0 4 -I6 5 *(8sn4—4)  & - 7.0 & О 
—5ат 


э. 
17. зт 18. 48 19. –45= 20. 305 &- co 21. e 2 эш 


10. -37 М. 6 2.1 13. 22 14. 48% 152 160 


M 
| отэ) 1 


2º EDIÇÃO 
REVISTA E AMPLIADA 


Este segundo volume da série de cálculo de Flemming e 
Gonçalves aborda funções de várias variáveis, integrais 
múltiplas e оз demais conteúdos avançados de cálculo com 
a didática, praticidade e abrangência já aprovadas em 
Cálculo A. 


Totalmente revisada, esta edição inclui um maior número de 
exercícios, exemplos, ilustrações e aplicações práticas, 
oferecendo assim uma exposição mais clara e dinâmica da 
teoria. Além disso, inclui os conteúdos anteriormente 
publicados em Cálculo C, das mesmas autoras, o que o 
tornauma fonte de estudos mais prática e completa 


Cálculo B é indicado como livro-texto para o estudo de 
cálculo de funções de várias variáveis e vetorial, especialmen- 
te em cursos de matemática, física, química e engenharia. 
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